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INTEGRALES 


QCM: | 
1) encadré par 7 et 13 


2) 47=! 
2 
3) 1<J 


VRAI - FAUX : 
1) (vrai) 


rs Sr 


Ï sin ak = [ sin xdx = [sin xdx 
4x 4x 0 


car 4% est une période de la fonction x + sinx 


s1x 


(on pourra aussi vérifier le résultat en calculant 
chacune des deux intégrales) 
2) (vrai) 
la fonction : x > |x| est paire 
I I 1 
CS 2: = a: 1 l < 
d'où falete=2. aldre faxdxef x L=1 


3) (vrai) 

Formule d'intégration par parties : 
U(x)=1—2 U(x)=x 

V(x)= fx) — > V'LO=f (x) 

4) (vrai) 

f(x) S1 Vxe/[0,i] 


d'où food < fax 
Ô 0 


= ffopdx <[x], = ffoax <1 
0 0 


CMS CH6 TOME 


S) (vrai) 

Soit : 

* A :l'aire de la partie du plan limitée par (6, ); 
l'axe des abscisses et les droites d'équation : 


x=-2 et = 
À 
* À: l'aire de la partie du plan limitée par (4°), 


l'axe des abscisses et les droite d'équation : == et x=2 


l 
2 2 2 
ffoodx= [foodx+ ffoodx=A,-A, 20 
2 “ Ï 
2 


6) (faux) 
contre exemple : f(x}=x, [ab] =[-1,2] 


: NO. 
x)dx=|-x | =7=2>0 
Jr6 De] 2 


mais f n'est pas positive sur [-1.2| 

7) (vrai) 

la fonction :f:t+ = est continue sur IR 
+ 

et0 eIR 


d'où F:xMH ffoat est définie , continue 
0 


et dérivable sur IR et  F{x)=f(x) (th cours) 


INTEGRALES 

EX 1 : 
4 : 3 

1) [mas [2e ur) ee 
2 6 ai ca 


2 1 
2) [+1 dr = [er +3 +31 +1).dt 
+| ] 


Pos, ne. SD 
= — 
5 4 2] 20 
I 
3} fe 2x +1).(xŸ +x-5) de [nee +x-5) | 
si 


4 4 
+ 5 2272 36 


EE 
4) [NET ar = PE ldx 
1 


Lex] ANNE) 
1 


L 
2 3 


s | = [= T- 
(+ x) l+x]), 6 


o ja 
=[V2x+11 22 


x 





1 


4 
7) (sint.cos* rdt = cos | = ———— 
{à 5 


8) [fxtx +1). dx = 1 


CH6 TOME! 








1 = facsnds+ [- sub anbé LA 


€ € [x x x° 
el APS lee 

+ LOL bal: 2 
9) x'+x=x.(x" +1) 


x Es + x est paire 


Îe +xldx = 2 (le + x\dx = 2 fe + x)dx 
% Û ê 


= “ #] 0 
Le 12 2 


0 


7° 


f2 — l|dt = = j-2 + ])dt + je -na 


_ 
2 


=|[-" +rT +[#° -] = 
11) Jin ar Join te sin xt 


Æ 2x 
= {sin xdx - [sin xdx 
Q « 


= [-cos x] +[cos x] = 
EX 2 : 
aire(D, L D,) = 2f4-x )dx 
Ü 


7) 32 
=2|4x-©| = 


0 


js Sté 
aire(D,)= 2 J@ x ds =2la-à. | 


Ô 





= 2(aVa ah. = 
are( D) = Rae 


+ aire(D,) = = aire(D) UD, ) 


es ave = À aa - 44 (Vaÿ =4 


3 
D Res 16 = 23/2 
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] 
3) À<— 
) <>; 
EX 3 : L 1 
2: 2x-—1 : D. =/R/{| a) AGE ffcodx= [2 + —— dx 
Fer SE J LG (œ-1) 
] 
D j'te Et TP. LE. 
(x—1) x-1 2(x-1) | À-1 2(4-1) 
2 ] 4-3 
AA )= 4H —— + ——— )=2 
PANTIN oui 
b) lim A(A)-= lim 2+ 44 = =2 
À À + 2(4-1) 
EX d : 


1) AG) = x —4x+6-3Vx 





3 
a) h(x)=2x-4-—— 
les droîtes A:y=0 et A'x=1 2x 


sont des asymptotes à (6; ) h"(O) =2+ 





3 
Ax/x 


b)h"(x)>0 ; Vxe ]0,+| 





h' est continue et strictement croissante 
sur ]0,+c0| 
elle réalise donc une bijection de |0,+| 


sur IR 
comme 0 € IR alors il existe un unique 
réel & de ]0,+c| tel que : h'{æ)=0 








2) f(x) = = _ ” h'(2)xh(3)=..<0 
(x—1) (x —i) — 2<a<3 
2 ] 
a —————_—— 
{x-1} (x-1) 
(a=2 , b=1 





INTEGRALES CMS CH6 TOME! 
d) h(1)=-0 
h(4)=0 
* h est strictement croissante sur [a,+c| 
4e [a.+[ et h(4)=0 


d'où l'équation h(x)=0 admet 4 comme unique 


Cg 


solution sur [@,+ce| j 
* de meme : h(1)}=0 

hest strictement décroissante sur ]0,c| 

d'où 1 est la seule solution de l'équation 
h(x)=0 dans |0,a| 


conclusion : l'équation h(x}=0 admet 1 et 4 comme 


—. 


solutions dans |0,+c| 


aus A à pq PRE NT ME PUMA ASE 


2) a)f(x)= x -4x+6 


g(x)=3Vx 


4 4 
b) Az f(g(0) - fax = [GVx 2° +4r-6)4x 
l 


4 


3 
[as Er -6s| =$S u.a 








f'(x) = 2(x-2) 
lim {C9 = 0 EX 5 : 
+ IX : 
: Le u f(x) =sin x Æ 
branche parabolique de direction (O,]j) xe|0,— 
| g(x)=sin" x 2 
8 (x)= —7 
———— 1) feet g sont dérivable sur or] 
f(x) = cos x 


g (x) = 2sin xcos x 





Les 


in Eli 





branche parabolique de direction (©, i) 





INTEGRALES CMS CH6 TOME] 
3) 
2) f(x)-g(x)=sinx(l-sinx)20 Vxe LE 






(,) est au dessus de (£,) 





errors pts PET É VENS PET UT MENU E DE SERRE DRE BRAS DRM Li ire 


4) As | f(x) x)dx = [sin xd 
0 0 





=[-cosx] =2 ua 





3 : 7 EX 7 : 
4) A= [0-80 = [fGodx - [ecodx sb 
0 0 

L . : 1) fx) =3r +2 

f(x)dx = Isin xdx =|-cosx|? =1 : ” 
J ! | ki g(x)=3x" 
« x £ 6 6(x°-1) 
2 è 6 == ———— 
Je (x)dx = sin’ xdx = ft cos 24e dé ais : 
0 0 


gain 2x) : = 
2-2 


Asie u.a 
4 


&|N 


EX 6 : 
Xe [0,7] 


fus x+Ssin x 





2) f(x)-x=sinx20 
(g',) est au dessus de D 


INTEGRALES 


im LE = = lim 8 


 : 
(g,) et (4,) admettent chacune d'elles une 
branche infine parabolique de direction celle 
de (O,j) 

Ra: f{x)>g(x) 


= +oo 


: VxeE ]0,+c0[ 





2) Csi 421 


À À 
AGE [U)-eundr= [Ed 
l I À 


Osi 0<A<1 


| | À 2 
AGE fc gcndr= [4 dx =- [À dr 
5 X | À 


3 
À 


çar A(4A)>0 


FI 


d'où Aa 5 
] 


ja = A(4)= 





A(À)= 








| 
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AUDE 1 si O<A<l 
b) 
A(4)= si À >] 
[ dénvabilité en | : 
lim A(4)= A(1) _ lim ———" —(1+4) 229 


Ar À] À À? 
.. A(A)- A(l) 1+ 4 
Er eu ln 


le point I 1,0) est un point anguleux 


A'À -< si O<A<l 


AE + 


D si A>] 


| a 
PU CR 


lim A(À) = + 
À 0 





c)Üsi:me ]-ce.0[ 


l'équation : A(A)=m n'a pas de solutions 


Osi : me {0}U[1,+c[ : une seule solutions 


Usi:me ]0.1[ : deux solutions 


INTEGRALES 


EX8: 

1) xe }2,#00[ 
fer tir = 

(x-2) 

g(x)=x+1 

C(£,,) est la droite d'équation : y=x+1 


8 (x=2r 7 
c Es EEE 
RE D 


(x—4){ (x 2) +2(x-2)+4] 
f'X)= 








lim im | f(x) - -G+)]= lim Ne TR 


(8,): y=x+1 est une asymptote à (4,) 
au voisinage de (+00) 





CH6 TOME! 


2) f(x)>g(x) , Vxe ]2,+| 
a) bi A23 





AGE [(F x) - 
3 


Csi 2<4<3 





4 
AGE + 5 rés ré 


A(À) 20 
is 
El 
-2 
4 
C) soit HER 


AG)=h(A) si 423 
A(4)=-h(4) si 2<4<3 


À 
d'où A(À)= 
3 





4 


b) A(A}= 1-2 








+ 


4 
h'(4)=— >0 
0 (4-2)° 
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d) -m<0 
l'équation A(À)=m n'a pas de solution 
me ]0,4| 
l'équation A(À)=m admet deux solutions 
1me {0} U[4,+c| 


l'équation admet une seule solution 


EX 9 : 

L: 
li-4= dx = 
re she 


ln 
4Q+x) | 16 


2) hat - dx = DL SE 
sA+x) 2(1+ x°) LÉ 4 
ee 
A+B=— 
4 
EX 10 : 


2 s 2 ] 
1) sin xdx = |—-(1-cos2x)dx 
ph 


| eegsin2 | ru 
2 2 He 4 


= x 


2) fes st sin” xdx = Jcos x+sin” x)dx 


# x 

2 : f 2 ; 
_ Jcos xdx = [sin xdx 

0 2 0 

x 

. ZX K 
fcos? xdx = === 

: 2 4 4 


CMS 
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EX 11: 
1) onpose : 


U'(x)=cos2x —"> U(x})= - sin2x 


V(x)=x — 5 V'(x)=] 

nt ls mu 

d'où : [xcos 2xdx = — X.SIN(2x) — [sin 2xdx 
: 2 ie 


0 
Jxcos 2 xdx = 0+| Fcos 2x | =0 
0 


2) a) 


r 


# x 
2 À 
* [+]= [xcos’ xdx + [xsin? xdx 
0 0 


x 


* [-J= [xtcos’ x—sin x)dx 
0 


7 
= [xcos 2xdx =0 
0 


" 
> 


TI 
+J= — 
b) 8 


[-J=0 


Te 
16 


EX 12 : 


# 


* dx 
fes 
sin x 


2)F(X)= 
cos” x 





= [rexfs =] 


: XE LA 
4 


cos x.cos” x —sin x(—-3sin xcos”° x) 





f (x) = 


_ cos ‘x+3sin° x.cos° x 1 


cos°x 
3sin°x 
COS X cos‘ x 








cos x 
l , 30 cos” x) _ I à 3 = 3 
cos ne. cos'x  Cos’x cos'x cos’ x 
2 
f(x) = _- 








cos” X cos” x 
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. 
cos” x 73 








3) 








= fl ÿ +axt }= | fo s0)+2)5 


EX 13 : 
f(x)= 





| ‘XE 10 z] 
cos X 4 


1) 0<x<? — Mon éi 
4 2 
1e < 5 —, 1S f(x) < 2 
cosx 


2) 1S f(x) < V2 VxE LA 








à 
2<| dx «rs? 
4 scosx à 
EX 14 
sin x 
1= 
He 


1) à) FSxSr sr sr 


> HE <1+x°S1+7° 


1 1 1 
nr ne 
1+7° 1+x° 4 





1 al 

a) 
on a aussi : O0 <sinx <1 
ri 0e sal. 


+x° 7 2 
1+ HET 


=} sut : | 
cos” x 


Æ x 


1|° * 1 
=— (x)dx + 2 
3 [/ " FF 





d'aprés a) : 


sinx 
1+7*° 


d'où 





Ex 15: 
f(x) = 








1+ x 


1000 
1= f OL 
100 


1) a) pour x > 0 : 





4 





de 
2 2 


147  1+x 


CH6 TOME! 





sinx sinx 


ner 
1+x° 14(7 
2 


* XEU 


+ 





1+x* > x? = 
V1+x° 


= f(x) < 


l 


X 


pour x>0 





1+x° > x‘ 


«1 
À 





Car sinx 2 0 


INTEGRALES 


b) x>0 


soit LU — 
+ 


- | 
(t)= 
- 214 y 


t>0 =IHt>l = VIH >1 = (VI1#) 21 


— AVI) >2 > SE 


AVI#) 2 


:120 


] 
D g(t)2-— 
g(t) " 


g(r) > , Vte[Ox] 


d'aprés le théorème des inégalités des accroissements fims: 


g(x)-g(0) > = (x—0) 
| I 














] 
— 12 x =——21—-x 
VI1+x 2 Vi4 2 
c) 10 pour x=>0 
21 © 21 
2 t 
ra 1+1 
2 
nor 
#2 ot 2t 
pour t=x° 
on aura : 2 ie 
Vi+x*  X7 2x 
F2] 
= f(x)2—-— 


2) pour te [100,1000] 
] 


| 
<f(t) <— 
t° # # t” 


OU 


_ (—-——)dt< | f(tidt < La 
[&z 5 Î Mrs | 
1000 1000 
— el sf] 
t_ 1Or t Jo 
10°-10*+10-10 "<I1<10*-10"* 


EX 16 : 
f(x) = 





Sin X 


CMS 
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1) fx ÿ= a 0 


sin X 


Ï 
lim f(x) = lim —— = | 
anT 5) sin x 





lim f(0 = lim = +00 


1% Sin X 
f est continue et strictement croissante sur 


TI 
7 
nA 
; AG T 

elle réalise donc une bijection de Er 
sur f( El = ]l | = | 

à IT 
2) fest dérivable sur E-4 


— COS X 


etf (x)=——— #0 
Sin X 


d'où f ' est dérivable sur |1,+c| 





] 
—| (x SR E 
NT ff (x) 
avec y=f""(x) 
f(y)=x 
Rs I 
= — = XY 
(y) sin y 
sin ÿ=— 
e —sin" y 
cos y 


T 
Ye Hal cos y <Ù 


cos y=—ÿ/1-sin* y =-— | - 
] 


2 ] 
d'où (7) (x) = ——>© = —— 
NY ee) 








NE] | V2 5 

3) | dt= | Fe 
=! r —| À 3 
+ pre 
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EX 17: . 
x 


| 1= — ;: D, =/R 
1) f(x) ai f 





_f (x)= 


(1+x°) 


_f est paire 





2 
2) a) A= [f(x)dx 
I 
I£x£<2 = f(1)<(x)<f(2) 


(car f est croissante sur [1,2]) 


1 à | 
D —<f(x}<S—<SI = —<f(x)<] 
2 @) 5 2 (x) 


2 2 2 
d'où Î—dx< If(xdx < Idx —<ASI 


b) a, : l'aire du rectangle r 


À; :l'aire du rectangle KR, 
S 3 
Ja SASŸ A, 
k=1 k=) 


Ya, =(0,2) x f(1}+(0,2).f(1,2}+(0,2).F(1 4) 


k=1 


+(0,2).f(1,6)+(0,2).f( 1.8) 
=(0,2).[f(1}+f(1,2)+f(1,4)+f(1,6)+f(1,8)] 
S'A,=(0.2).[f(1.2)+f(1.4)+f(1.6)+f(1,8)+f(2)] 


k=1 
(calculatrice) 
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EX 18 : 


| ni 
À 
U = |—— 
: es 
DOSx<1I HO0£<x <1 1<I+x" <2 
— ]<(1+x")<4 er. 2e 
4 (1+x°) 


èn+l 


dx ;(n2l) 





£I 





€ 2n+1 
(1+x°) 





] 
0<——<I R0< 


(1+x°) 
2) pourxe [0,1] 


HOSU S— 
n+l 
(Res slim: Û0 
pros 7 + | LH oc 
EX 19 
; 
U, = |cos 2xdx 


0 
ï 

U, = [x".cos 2xdx 
0 


à 
1) U,,, = fx" .cos 2x dx 
0 


x 
0<xs<— sO<x<I x" <x" 


— x" '.cos2x <x'".cos2x (cos2x > 0) 


x 


x 
4 4 

d'où Î x"*! cos 2x dx < [x".cos 2x dx 
Ô Ô 


= U,, SU, 
(U, ) est décroissante 


INTEGRALES 


2) pour x€ 10.7 | : cos2x I 


x” .cos2x € x° 


Li 


# 
4 4 
= |x'",.cos 2x dx < [x" dx 
fl 0 


œ 

4 
> U < [x dx 

Ÿ 


3) x'.cos2x20 pour xe |0.% | 


: 
_ [x".cos 2x dx > 0 LU, 20 
( 





Fr 
d 
+ OSU, S [x" 
Ô 
n+l |4 
= 0<SU, <| = s0<U, y 
n+1], n+]l 4 
ons 
m —{(—)" =0 
nl à 


d'où limtU =0 


# 

4 
4) a) * U, = [cos 2x dx= 5 sin 2: | 
Û Ü 


* U,= [xcos 2x dx 

do par parties, on pose : 
U{x)}=cos2x — = U(x)= sir 2x 
V(x)= x V'(x)=1l 


Das es 
U, =] pasin2x = [sin 2xdx 
2 2 


0 


7 
U, = + Fcos2x | = 
8 |4 8 


L 
: 4 
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b)U = a cos 2xdx 
0 
intégration par parties, On pose : 
U'(x)=cos2x LU (x) = sir 2x 


n+) 


V(x)= x" 2 V'(x)=(n+2)x 


n+2 


t Æ 
À 

U_ = sin 2x | ARCN Or 2xdx 
2 Er 


= 


LPLATE E (n +2) 
2 4 2 
faisons une 2éme intégration par parties : 





: 
U = «[asin 2xdx (1) 
Ô 
U'(x}=sin2x 2 U (x) = 7 cos 2x 
V{x)= x 2 V'(x)=(n+ x" 


n+l 


x"*! sin | . 





FL 
Î ; os 2 pren [x .cos 2xe 
0 0 2 0 

: 

[ x"*".sin 2xdx = y, (2) 


0 
(1) + (2) = 


2 4 4 
c) 


U 


2 
Jet 
2 4 2 2 4 


3 
1:#313 Re PR. 
# CS U=-(— _— 
24? r 202) 2 


«U,=1(7; 


Z | 

ane 
1 Z.. 37 3 
U,=-(—) -—+- 
. 214) 16 8 


INTEGRALES 
EX Sa 


U, = fra 


U,= fx"v1-x.dx 
0 
O<xSI =-1<-xS<0 HO0SI-xSI 


—0<4VI-x S1 H0S<x".Vi-x <x° 
I 

d'où 0S fx" Vi-xadrs [x'& 
Ô 0 


n+] 1 
sos, <| 2 | > o<u, 
n+l} n+] 


2) pour n21 


ona:0SU, sr 
n+l 


im —=0 d'où : lim U, =0 
a+ n+] 


3) a) 


= [Mar -[-Sa- ex 


0 


U, = 


x.V1-x dx 


intégrations par parties : 


*U,= 


se Re 


U(x)=Vi1-x —2U(x) = « _ x)V1 = x 


V(x)= x Vv'(r) =] 


1 I 
U, | 5x0 - x)V1- s| += [ 1-x)V1-x.dx 
0 
L l | 
u=2 jamvrras 1! Hide java 
0 0 0 


2 
U, a Parti) 


= JU, =2U,-2U, = SU,=2U, = U, = U, 


+ 
"15 


CH6 TOME! 


b) pour n > 2 


Us fx x de 
0 


U(x)=V1-x — U(x) = 0 _ x} 1=x 


on pose : 
V(x)= x" —V’'(x)=n.x" 


Ua Ra | + fac 
ûô 
IN ESS) 
U, 2 je — x)dx- Je v Hs 


2n 


U = Us —ÙU,) 


DU, ie Sr 
3 3 


— AU, =2nU, -2nU, 

— (3+2n)Ù, =2nU,, 

pour n=1 : (3+2)U,=2n.U, 

SU =2U, (vrai) 

d'où :(3+2n)U =2nU,, Vnec 


c) * (3+4)U,=4U, Set = U,= e 
7 2105 


HOUSE UE SU LL SU 
3 179 : 173 


315 


EX 21 : 
n>1 


1) U, - 





a e=[Vi+e] = V2 


2)pour0O<x<1 ona:1<4VI+x" <2 








DR0< £<1 = 0< < x° 


INTEGRALES CMS 


3)0< De , pourn 21 
n+] 


lim 2% d'où : lim U,=0 
ni n+1 n—++ 
EX 22: 


“4 


f(x) =te"x+tex 
1) f'(x)=3(1+1e" x)1g "x +(1+1g°x) 
FE (0) = re >0 





- k 5 TI 
2) f est continue et stictement croissante sur 10.7 | 


elle réalise donc une bijection de 7] 


ur 0 & bel ro f(— D [0,2] 


D a) (0)=1 : LOD=E 


14 


CH6 TOME! 
b)* ffx).dx= (+ fé vel 
de fo | Hg" x)1ex. x 1 x 72 


+ fr (x)dx représente l'aire de la partie du plan 
0 


limitée par (4°. } et les droites d'équations : y=0 , x={ 


et x=2 


fr (x)dx=aire(D, }=are(D,) (voir figure) 
Ô 


| JT 4 ZI | 
d'où à jf” d =D X —- f X=—-— 
| (x)dx 2 Joe ss 


EX 23: 
xe [0,3] 

x sixe{(0,1] 
(x) = 
d 52 si x€ ]1,3] 
#2 


1) f est continue sur chacun des intervalles [0,1[ et |1 


*fO=I1 
lim f@)= lim) =1= f(D 


lim f(x) = fee ff 
xl al + 
d'où f est continue en 1 


par suite f est continue sur [0,3] 
2) F(x)= [ f(t)dt 
0 
a) [pour xe [0,1] 
x t' | x? 

F(x}= Itdt=| —| =— 0,1 

| 5. 5 pour x e [0,1] 
Tpour x € |13] 


F(x)= frod+ [rod = frdr + [ar 
( l 0 I f 


= sixE [1,3] 


INTEGRALES 
b) FG=f(Xx) 2 0 
F(D=RD=L :FO)0 : FGX= 


; 
CF 
3 
EX 24 : 
f)=vi-x  ;xef0,] 


j) a) _fest continue sur [0,1] 


 f est dérivable sur [0,1[ 


li 
xt x-| EE —(] _ X) LE 1-x 
f non dérivable à gauche en | 


A 


<0 








bM(y)e(£,) + y=Vi-x? 





+212 ye[0.1] 
<> y =1-x° avec 
xe [0,1] 
2 21 ye(0.1] 
<> x +y =] avec 
xe [0,1] 





(&, ) est la partie du cercle (T°) de 

centre O et de rayon 1 telque :0<x<ÎI 
et O<y<I 

(6) est un quart de (T°) 


C) 


x) VEx 0  Vitx 
M ————— = Lin —— = ]im -—— =-0 





CMS 


CH6 TOME] 


2) Fx)= fftudt :xe[0,1] 
0 


F{1) : l'aire de la partie du plan limitée 
par (£,) et les axes du repère 


F(1 = aire(l)= + (FX t* ET 
3) ae[0,i] 


a=cosû ;6Ô€ 10,7 | 


a) F(a}= [f(1).dt 


F(a): représente l'aire de la partie du plan limitée 
par (&, ) et les droites d'équation : y=0 . x=0 et x=a 
* soit Ma.f(a)) 

H : son projeté orthogonal sur (Ox) 


F(a)=F(l)-aire(D ) (voir figure) 


7 
F(1)}=— 
(1) 2 
aireD, = ir OM = 27 0) 
2 RE 
d'où Ftae 7 (9-70), 
4 2 2 
F1 — J 
Herr a 
4 2 2 
HénT 
ÿ 
L'f3 
| IT K 7 : x 3 
F(-)=—-—+<—— = 
2 4 6 2 12 8 
Ne. 
— = COS — 
2 6 


INTEGRALES 


EX 25 : 


L= Tex 
0 


1) a) L,= figr dr= [(G+tg°x)-1)dx 
0 


0 


& | x 


: x 
= [t8)-x TS Se 


: 
b)1..,= fre" x.dx 
0 


pour 0Sx ST ona:0O<tgxsSI 
Fr «Æ 
| 4 3 
= O<tg"*"xstg"x HO0S [te"x.dx < [tg"?x.dx 
Û 
OI, </ Vnel 


c) (I, } est décroissante et minorée par 0 
elle est donc convergente, 


: 
3) a) [+1 ,,= Ï( gx +1g""x)dr 
ü 
3 x 
= [( IHg°x).te "x.dx= IL “et PR 
: n+3 : po n+à 
b)1,,, 20 =1 +1,21 
— = 21, orl, 20 
+3 


d'où O<I pie ,Vne 
n+3 


im ——=0 — limi =0 


FT —+ +00 n+ tt — +oo 

EX 26 : 

f(x) 2 ; X€ ]0,+00[ 
X 


ne 


a) jroon=| 2 si 
| 


NE " 


b) lim ffoodx= lim al 
F6 +20 Pi —+ +0 n 
| 
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2)keC 
k+l k+1 
Jroax-| 2 Re 
; x}, K k+l 
k+1 ] 
3) |f(x}dx= 
J ” k(k+1) 


et rat l 
IK2 2x3 n(n+1) 





S, = froodrs ffoodx ++ f f(x)dx 
l 2 n 


næ+] 
] 
S = lf =]-—— 
, ]fcoax n+l 
him S,=1 
EX 27 : 
= CE | 


S,=Ÿ ft) , n>l 


k=! 
1) a)Df (x) 4 Vxe [1,+00[ 

x | 
d'où f est décroissante sur [1,+c| 
Df()= 2 >0 Vxe [1,+cf 

e 


b)S.,-S =f(n+1)20 
d'où ($,)est croissante 
; "1 LP 1 il 
2)a)* ffitidt= |—.dr=| — En — 
de Jr [ Al 2 20 
*n>l n° >1l —=-2n° <-2 ss 
2n 2 
Je ET 
2 2n° 220" 2 
| | 
doù O< If(t).dt < — 
LU : 


b li d —= li — er | = — 
Br JF(dr = Him) 


INTEGRALES 


3) a)k22 


* pour k<tSk+1 on a: ft) <F(K) (car f est décroissante) 


k+! k+i k+! 
frod< [rod = [rod s f@[k+1-4] 
k k k 


k+] 


= [fois fu (1) 
k 
* pour k-1St<k ona:f(k)<fit) 


_ Jrooa< Jros — f(k) < Jros (2) 


k+1 


(1) + @) = [rot <f(k)< j f(hdt 
b) pour k22 


Î fat s FRS f f()dt 


k-] 


sY Jroasirwsi J sw 


k=2 k 


> f&)=S,-f0) 


n+l 


£ | f{@)dr= | ft) 


: is = fra 


k=2K:.] 
n+i 


d'où Î fu)dr<S.-f()< jo 
2 
c)f(1)=1 


n+] 
js (t).dt <= J f().dt 20 


doù 0<S,-1<1 = 1<5, <2 
2 2 


l ] 
= k)=l+—+—+. Fi 
=D )=1+- = 


3 
(S,) est croissante et majorée par 3 
elle est donc convergente ; soit €= lim S. 
A—++ 


1<5,<2 


: — 1<£<2 
2 2 


CMS 


CH6 TOMEI 


EX 28 : 
1) f(x)= x" — x" +1 
1=[-1,3] 


3) f(x) = sin(2x) 
1=[0,x| 


7 [remde= À) 500 2x | = 0 
Æ ; #zl à 





EX 29: 

soit f(x) =— ,xe [2,4] 
x° -x+]l 

f\ De <0 : Vxe [2,4] 


f est décroissante 
2<x<4 = f(4)< f(x)< f(2) 
l 


l 
= —<f(x) <— 
13 % 3 


| | 
f est continue sur [2,4] et me < f(x) < s 





2 * dx 2 
+ < 
13 ex 3 


EX 30 : 
soit f(x) = ——— 
fQ) 3+1g°x 

# I Î 

—S<x<— = —= <tex SV3 


6 4,743 


lc ‘x S3 = se x <6 


- oi 


sl 
6 10 


INTEGRALES 


l 3 
6 US 10 


d'après le théorème de la moyenne : 


I K 
f est continue sur | — ,— 
É ee 





Le Seul 07 
—£< f(x) — = -<— dx < — 
€ F{x) oo e x J/0 
6 
= <| ee 7 
36 !3+1gx 20 
ü 
EX 31 
V=x. [xd xl € Sr 
: + DS 
EX 32 
; sl 27 
V=x. dr = —— U.v 
À 3 
EX 33 


# 


— 


T 
V= r. [sin x+ cos x) dx = x. Ju+260 x Sin x)dx 
Q 
T 
JT, 
= x] x+sin ME = (| +? TA 


EX 35 : 


ME 


r-2 


< 
(I 
"À 
# 


AX— 7. fsin ? xdx 
(il 
# 


x dx = x. 30 — COS 2x)dx 


ne Cm 


Il 
= 
EE 
uw}, 
en ————| 
I 
N 
rc 4 
HO | == 
, 
Le 
Ï 
| — 
Gi 
= 
= 
a 
rt 
nn) 
eo ts il 
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EX 36 : 

(ga 
L F(x)= Î cl — ‘XE ox) 
+1 4 


Ü 





| | I 
1) la fonction :t- ee est continue sur IR 
+1” 


la fonction : x + tgx est dérivable sur /0 z. 
7 
eo befoicir et OE IR 


d'où f est dérivable sur a et 


PO “ +re x. 
2) F est dérivable sur Lo.7 | et F{x)=1 


d'où F vis 
des 


ke IR 








D = F(0)= | , 





doù F(x)=x ; Vxe 0 z] 


dt À d 
5) re JE 


X. X 
2 -=F(—)=— 
l+t 1+t° 4 à 


( 


HT = ne | 


I 
ne ah à 


1)* = fai=[1] =] 





«1, = [+ ne 
sl+t à 
2) n2>21 
+ dt 
#1 — 


: (14t° je 

| 

ET nl 1+t° - 
intégration par parties : 
U(D=I—BU (+) =1 





on pose = 
F V(r)= è Sn 
(+) +) 





( à 
#20. [—— à 
k UE) 


; t 
" lQ+r)y 





INTEGRALES CMS CH6 TOME 
| … çpÜ+r)-1 A 
=—=+2n | ——— ) > 
f, 2" Gr Û 4 
x 
1 =—+2n Le sr *J+HJ=l = ee 
“vor QG+ry 2a+r)* 
: y l 1/2 TE 
| NS CNET 2 
1 =—+2n|I, -{,. 
+ À | | _1D 7 
] he 
—2 = han ant, = nl. =—+(@n-bi, 5 4 
Vu 2 Æ 156 
d'où I = [+ @n-14 | n°9735 
PT qu 27 . _1439 x 
pa 1_; ml Su * 315 4 
MOREL. 3) U sprl: PA 
Ï ] 3] __ ir I : 5 7 1+2n 
Ra a) 1=1 +), 
A |] Sx7 
L=sQ-)e Te ==], +], 
1 
dt 
II / J, = Tr — =}, +J, 
fa 
| 2n L 
1,= [—dr .n2l =J,+#J, 
LTÉE 
1) a) pour n=0 : = | 
l 
ji 
ue m. Pl et 
1+2X0 a 
* pour n2?l 


O<t<I = OSt<i HIS<IHS<2 
] 


1+t° 7 


= < 
2 





se HÔÛ< 
1+t° 


t 
= 0£— 
141" 





| 2n 1 
2 t ; 
<t” —=0< [dr < [ dt 
SH 


| 


b)O<J < 
2n+ 


Liebe 


= O<JI < 


€ 


2n+| 


<J 


{= 


: Vne 0 
I 








2n +] 





: l 
lim 
nv 2n+] 





0 d'où lim J,=0 

| ,2n+2 2n 

2) a) +1, [— à 
Jia 

I 


Sfr) 
| +t° 


Ï 


1 
dt= [e"ar= 
È 2n+] 


Ü 


U =(J,+4,)-(2,+1)+0,+2)4.+ 00 +1) 


DU, = 6, +) CD LD CDN, 
k=0 k=i) k={) 


é à n ri | 
CDI CD, = CDN CDN 
k=Û) x =Ù 


k={) kz| 


U,=J,+3 (-D'J, {Se J,+(-D" Ja 
k=| k=1 


U, _ Jo = D. + Jo +(-1)' J,. 
—(-1)" I. =ÙU,-J, =], =D", -J) 
b) |U, -J,| =[J 


lim J,=0 = lim |),.,|=0 





xl 


; # 
— lim (U,-J,)=0 = lim isa 


INTEGRALES 


EX 37 : 
n2>l| 





sé 


Î 
t f()=——— ;xef0, 
1) a) soit f(x) = xe [0,1] 


| (2x +1) 
x) = ——— 
Ft) (+x+x ) 
f est décroissante sur [0,1] 

O£<x<I = f(1)<(x)< f(0) ee 
3 EX +a 

mlvs | < x" 
3  I+x°+x 














n+1 7 n+i 7! 
nr er 
3n+1| n+l 3(n+1) n+l 


0 


D 'ine=s in 2220 
ns (n+1) n+l 
= lim 7 =0 


2) a) n>1 








| “ 1+x+ x? 
intégration par parties : 
n+] 
U'(x}=x" — nn U(x) = LR 
n+l 


ver) 


VO) = —}— 1 _ 
1+x+ (+x+x) 


x’ 


î 





l | . | 1 fox, 


n+i 1+x+ x" n+l : (1+x+x°) 


1 mas e(1+2x),x"* 
”3(n+l) n+] 2 (1+x+x°) 


b) 3(n+1).1 af a (*) 
(1+2x) 
xx) X € [0,1] 

6{(x° + x) 


(1+x+x°) 


soit g(x})= 


* g'(x)= 


g est décroissante sur [0,1] 


CMS CH6 TOME! 


OZ£xS] = g(l1)}<g(x)< (0) 


+! 
1e Le ie 3 eg" 
9 PU g (1+x+x°)" 
Il | 
_ pre fU+2x)x"", X” r< [xx 
l'ex e À): ù 





n+l n+l l 

l SN < for dx < x 
[9 n+2] a (1+x+x°) n+2 |, 
] L (1+2x).x I 
J(n+2) 2 (1+x+x°) n+2 





n+l 
] sexe fe LL < 3 


Hn+2) (1+x+x°) n +2 


= 1 + 





3 
<n+1).1. S1+—— (d'aprés * 
3(n +2) HE n+2 pre 


C) 1+ 





np el 
3(n +2) n+2 








<ini S1-31 + = 
J(n +2) n+2 
1 + re pi 
3 J(n +2) 3 n +2 


> 1-31 + 








im (4-1 + 53 car lim /,=0 





d'où lim n.1, 2° 
h—++0e 3 


EX 38 : 


XE 10.2) 
2 


sin 1 


F(x)= [ 1—1°.dt 

0 
1) a fonction : f:t+> V1-t° est continue sur ox 
_ Ta fonction : x H sinx est dérivable sur or 
si|0 =) =[0,1]c[-11] ,et0e[-1,1] 


d'où F est dérivable sur a+ | et 


20 


INTEGRALES 
Fx)=cosx.f(sinx)=cosx.v1-sin*x = cos x.|cos xl 


2 I 
F'(x)=cos x  carxe 10.7] 
T 
2) Fest continue sur ox] 
> | 
F(x)=Ccos X= 5 (1+cos2x) 
Er : 

d'où FOx)= (+ Sin 2x}k (keü) 

U 
F(O)= [V1 dr=0 = 0+k=0 = k=0 

Ü 
d'où Fo= Lx+ sin2x 

Me à 


Ï "> 
3) Ï 11° .dt= ( 12° dr=F(Z =? 
ô ô 2 À 


4) F{x}=cos"x > 0 





EX 39 : 


f(x)=x+va- x 


xe(-2,2| 


CMS CH6 TOMEI 


(x-2)+V4- x 


1) lim fQ)- f 0) | Te 





I 47 x-2 
= ]im | + x pe EN 
MT 4-2 2 (x-2)4- 
2+ x 





= liml- = —co 
2 4 x° 
f non dérivable à gauche en 2 
C de meme f non dérivable à droite en (-2) 


Cf est dérivable sur |-2,2| 


Het 
FRON ES 


* pour x € |-2,0] — f'(x)>0 
V4 x —x 
* pour x € |[0,2! : fx) = ———— 
ges ur 
4—2x° 
x) = > — 
V4- x (V4 x? + x) 
__ AV2-x{V2+x) 
Va-x2(44- x? +2) >0 


signe de (V2 - x) 





21 


INTEGRALES CMS 
2} F(x)= Ï V4” dt xe[0,r] 
(9 


a) _la fonction g:t+ Var est Continue sur [-2,2] 
[la fonction U: x + 2cosx est dérivablesur [0,r] 
U([0,rh=[-22] et 0e [-2,2] 

d'où F est dérivable sur [0,7] et 

F(X)=U(x).g(U(x)}=-2sinx V4-4cos! x 

Fh0=-2sinx V4sin?x =4sinx [sinx| =4sin"x 


(car xe [0,7] — sinx > 0) 


Q 
b) FD = [Va-r dr =0 
{(} 


c) F est continue sur [0,7] 


F{x)=-4sin"x=-2(1-cos2x) 


T 
F(—)=0 
SG) 


d'où F(x}= [ F(t).dt= f241-cos20dt 


ra | 


2 


FG= [(-2#2c0s21)dt=[-21+sin(20]e 


F(x}=-2x+sin2x+#7 


7 


3) a) A=f(a-nar= | 4-t" di 
-2 


+ 


Q 2 

À = [v4-rar+ V4-rdt 
—2 0 

À = [ Va-ra- [Va-ra 
q ü 


cost 


A= [ Va-ra- | Va-r'dt 
ü Ô 
A=F(0)-F(x) 


b) A=F(0)-F(r)=xr-(-27 +7) 
À = 27 u.à 
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Fonction Log 


- Oz 
l)En(x+x)= Lnx+ La(x +1) 
l ] 
2)Lnl — |=--— 
(+) 2 
3 fo=à 
X 
4) f(x) = 2(1+ Ln|x)) 


5) fa 2 
0 7 


6) niet 
x—0" x 


Wake : 


1) Vrai 

Soit F(x)=xLnx-x+1 
On a: F{(1)=0 

et F'(x)= Lnx 

2) Faux 

En effet : 


Ln(IR.)= Îlim Ln(x), lim | 
_ ]-,+0| = [JR 


3) Faux 
Ln(x) existe pour x>Ù 


4) Faux 
En effet : 
1 
x0 XLnX — X 
po 


— 09 





C-M-S Ch 7 Tome I 


IEXGIE 


1) (E):Lnx+ Enix +1) =0 
Lnxet La(x+]1) ont un sens 
Ssi x>0 et x>-1 © x>0 
Dans ]0,+c| 
(E)< Ln[ x(x+1)]=0 
 x(x+l)}=|l 
= x°+x-1=0 


A=S D — 





à rejeter 


al 





x" = 


s = —1+.5 
IR 2 


2) Ln(Lnx)=0 
& Lax=1l et x>0 
S x=e 


Sr ={e} 

3) 

(Ep: La À ]+ Ln(st) = 3202 
X 


2 





dans |0, + 

(E)e La(x°)=3Ln2 
 3Lnx = 3Ln2 
x =2 

Sym ={2} 


4) (E):(Lnx) —-3Lnx+2=0 
On pose : = Lnx ,x>0 
L'équation devient : 
-%+2=0 

t'=lert"=2 

1t=1e Lnx=le x=e 


I=28S inx=28 x=e 
Sy ={e:e*} 
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Fonction Log C-M-S Ch 7 Tome I 


S) (1) En(Sx) - Ln3 > 2 
CE): Enfx-1[+ Lnfx+2]= Lnl4x* +3x-7 5 
o Lfix)>2 
4x?+3x-7=0 3 
sis act , 
7 3e° 
dans IR\Ÿ-2: 151} RME 
à 5 
(E)e Lnl(x-1(x+2) = Lnl4x? + 4x -7l Se À ve) 
= |Cx — ])(x + 2)| = ax +4x- 7 
<|x-1]x+2]=|x-1]l4x +7] 3) La(4x+1)<0 
 |x+2]=|4x +7) car x #] PISTES 
4x+7=x+2 æ-7<x<0 
4 ou 
_ Dee 
4x+7=-x-72 IR He) 
5 
X=—— 
3 
& < où 
ÿ 
X=—— 
5 


EV 22 
1) (1): Ln(V3+x)<4 


* dans ]-3,+| 


(1) = La(+ 2) <4 





= Ln(3+x)<8 
= 0<3+x<e' 8) (1):(Lnx}! -2Lnx < 0 
em -3<x<e-3 * dans /R° 

Su = |-3e"-3 (1) Lnx[Lnx-2]<0 


2) (1): LEn(Sx) > 2+ Ln3 
* dans /R° 
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Fonction Log 
6) Lnisin x <0 
+ 0 </sin x|<1 
pete 
2 


car OS|sinx\<1 
Vxre IR 


Su = IR Fik 0 | 


EXQUE 
Enix + 2) 


1 = 
) FC (x+2)+1 
On pose X =x+2 





li = |} 
lim f(x) UE X + l 
_ im | X } 
XX +1, X 
=]x0-=0 
Ln(2x +3) 
2) f(x)= ——— 
PE 
On pose X =Ÿx = x= X° 


X — + > À — + 
LEn(2X * +3) 
X 


Ln x (24.5) 
x 


lim fO)= lim 
= lim 
X 11e 
= lim 
X 100 X X 
Lf2+ À) 
3 
= lim 3LnX Ne 2 


Xe X 
=0 





3 
1 Ln 2 + — 
no) 2(3%) 


C-M-S Ch 7 Tome I 











Lim G) DZ Lu (=) 
X 


(de la forme) 


4) pour x>0 


En cfi-d47) 
f(x)= 


X X 
X 


3, 1 
, Enli--+— 
Lu P(-t2) 


X 


7 Lnfi-2+ 7 
X X 


“ 


lim f(x)=0+0=0 


5) x>0 (même travaille) 
l 
La(i-xs) 
SLnx : 
f(x) = + = 
x 
lim f(x} =0 


X 


Fonction Log 


+ Lx 
1 Lax 
Pour x>e 


Lao] + ! 
LA) = —— °% 


Lao 1 
Lnx 


6) f(x) = 











î 
Ou bien : on pose X = Lnx 


ia FD Jim = 


1+ x 
7 = Ln| —— 
) f(x) pts 
je ee 
tte D + y LE 4 
D'où lim f(x)= Ln(l)=0 





1+x 
8) f(x) = un(e 


Pour x>0 


l 
= x.Ln| 1- 
RU | — 


—| 2x+1 
O e X=——1x-- 
pe = as (EE) 








X— + > X —0 
| LS 2X +] 
ss eo = ti [ AE La +» 
X 
= lim-(2X + jen) 


={(—l)xX1=-1 


C-M-S Ch 7 Tome I 


9) f(x)=x" -(Lnx) 





s 
li 1 2 _ (En) 
im f(x)= lim x || : 
o 
= +0 
EX 43 
0 
1) lim LE Re 
à 173 
LR the 
img] —"* 
a a 
l 
=(lLn)\|\ — 
am (à) 
| l 
= 2 car(Ln){x) =— 
x 


La( à }+in7 
2) lim — +2 


x—#7 r—7 
—(Lnx —in7 
EP hu 1 


1x7 x—7 


l 
= — (7 ns 
(En) (7) 7 


3} soit f(x) = Ln(i+2sin x) 


| 2ços x 
fx) = —— 
1+2sin x 


f(0) =0 
f(x) 


X 





= f'(0)=2 


lim 
10 
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Fonction Log 


-" Ln(l+3tgex) 1 En(l+3gx) 
Vs re x 


Soit f(x)= Ln(l+ 3rgx) 


nn 3(1+1g°x) 
PO es 


f(0)=3, f(0)=0 

lim = f(0)=3 

140 7% 

pp En(1+ 3tex) à 
1-0 x 

ne + 31gx) as 

x—10 x x 


nt Mons, net 
Li 3 


X 


3 


(x—1D(x +4) 
5 LE 
) f(x) 


x+4 


Dre 


x—1 


lim f(x) = im = 


Eu 


et 
I 


X=/x 
6) lim Vx.Lnx — lim X.En(X°) 
10° X 0" 
= lim 2XLnX =0 
X 0" 


7) lim Vx(Lnx)"  X=4x 
= lim X[Ln(x°)| 


= lim 2°.(XLa°X )=0 
X 0° 


8) lim ESA) 
«0 sinx 
MR ES 
En(1+3x) 
= Jim {À =3 
1H) sin x 
LE 
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EXGE 


PE PR: sel 
1 X)=—+—+—+— 
HNVe tar 





x 
1 = IR! 
l l ] 
F(X)=——————+ 
(x) 3x° 2 x° x 
2 
FOSSES 
6x 
3x —4 
2) = ; 1=]-S5,+00 
JG) x+5 
PE ES 
x+5 
19 
f (9 =3-— 
x+5 


F(x)=3x-19.Ln|x +5] 
F(x)=3x-19£Ln(x+s) 


Re Cost 
cos x + sin x 
—(cos x +sinx)' 
PO 


COS X + sin x 
F(x) = —Lncos X+Ssin x 
F{x) = -£En(cos x + sin x) 


Car xe LA 
2 


4) Fee 
XX +x 
F(x)= Ln|x° + xl 


F(x)= Ln(x°+x) :xe ]0,+| 





5) f(x)= 
F(x)= Ln|Lnx 


F(x)= Ln(Enx) pour xe ]L, +cof 


ct 


6) f(x) =" (Lnx) 


4 


F(x) = (Lx) 


Fonction Log 


EX 6 : 
| 
l)/= [£n°x.dx 
U'(x)=1— = U(x) = x 


Vix)= Ln°x —< V (x) = : Enx 
x 


1 = [xbnèx] — 2 Écxt 


[=-e-2[xEnx-x] 
1=2-e| 
2) 1= |xEnx.dx 


I 
U'(x)=x— = ÙU(x) ee. 
soit 2 
V(x) = Lnx sv (x) = — 
X 


1 = tn | — hs 
2 or: 


see 
2 4 
l+e° 


4 
31. F= [ x°.In(x)dx 


pe 





|, 


u (x) = x — u(x) = 

soit 
v(x) = Ln(x) — v'{x) = — 

x 


+ 


x 21 
{= a 8 - [ar 





3 
2 e À 
3 3 9 
_ 5° -2e° 
9 
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4) 
= [—&= fa dr 
=[x-2Ln|x+il | 


=1-e+ 210 


5) 1= [sx(Lax) dx 
| 
Soit : 
U'(x)=5x—U(x) = A6 
soit 2 , 
V(x)=(Lnx) ——V (x) = < Lnx 
X 


[I = (ns) | _ [5.x.Lnx.dx 
l ] 


2 € 
1= 5 fxLnxdx 
2 ] 


2 2 
1= 2 5 l+e 
2 4 


5 
Î 7" -1) 
I 


à | —— 
M 


of 
1=[2VEnx | = 2(V002 -VE) 


7) 1= fen( + )as 





d'aprés 2) 


dx 





par 
Soit : 
U'(x)=1——U(x)=x-1 
Vo nf) ve 
x-1 (x+1)(x-1) 
1=|-u (2) + [2 
*=1/), 24+1 


1=2Ln2-Ln3+[2En|x+1|| 
1 =2Ln2- Ln3+2Ln4-21n3 
| =6Ln2-3Ln3 





Fonction Log 





2 2 2 
De [EE e f a 
; XEn(x) : Ln(x) 
1 =[LnlEnd], 

= Ln[Ln(2)]- Ln| Ln(4)] 


[=-Ln(2) 


? 
9) 7 = [2 Lux dx 
dx 


É£ea 9 


è 1 
1 Es-Eanles 4] 
174 8 


 : 
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EX 7 : 
xe ]l,+c| 


f(x) 


xD 


DÉS +0 RE 
x—1 x*(x-1) 
a+c=0 

Identifions +b—-a=0 
-b =] 
a=-| 

> 4b=-1 
c=l 


2) 
3 


Jrcode=|-tnrr Es Lx -1)| = u(à)-2 
X 


; 2 





3 

3) 1= [Da 
5 À 

On pose : 


| = 
U ose 
V(x) = En(x- 1 VD —— 
E— 


3 
=[ =] ++ | = dx 
2x , 2°x(x-1) 


2 
= unes ins) 
3 6 





18 2 
18 2 12 
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EX 8 : 


1) f(x) =(Enx) 
* D, = ]0,+| 





sm À 

ainmampemnRns sci nur ssrpdemiasusass 
We Co CN OT 
” = - . * - 
” F e . . ” 

Om es mn ms nas ss manne sun s 
+ f(x) =—Lnx nil à 
F + + . : + + 
, Fr : ‘ : : 

Trad 
X , : « “ * : 


téékiibésutideionmenunmanmnmmfenmmeæeseæmds 





CRÉÉ RSS ÉLUS t 
4 


SA 
: 
sers rsriraéeéadéèasstuusus 





ne D A 28 2 Ou NI Te Sn, AR 45 100 
mOn mm OAI LPS ANA APS men pret dersns 
CS SE 





- ‘ = + 
drvrosmnmrssamanesepeorenelererrsbeslonmenmqeentmemm Re rene s es 
= . 





- + 
+ * 
= . 
+ * 
+ + 
+ Li 














Lnx st bstne rs een sans tniiotaée ni rsannlsiaatracérassèless 
» lim 2 2 jm ! Lo en PER 
D, = ]1.+| 
Of (x) = >0 
xLnx 
Cf 
Hi AL = 
2) Fee lim Ln(Lnx) = +0 
Lnx Ft + 
(D, = ]0,+e[\{1} im LC) 2 po LE) 
1 X—1+0s x Lt X 
FE — | k Enx \{ En(Enx) 
béné dde S im ( 2 [M À 6 
F4 Ln(x)  x(Enx) ste l y Lnx 
Q 0 
._. En(Enx) E .  LnX 
car Um—— — |im——=û0 
ol Lnx Xe Y 





1 I 
= fn === lim —— =0 
lim f(x) lim : O lim 





to Lny 
lim si = +00 lim Let = —00 
«—l Lnx IE Lnx 


Les droites d'équations x =0,x=1let y =0 
Sont des asymptotes à (Cf) 
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4) f(x)= Lalxd+ En(x° —3) EX 9 : se 
D, = |eo,—V3[ LU V3, 4ef f(x)=2-x+—;7xe ]0,+c0[ 
x 
D, = ]N3,400f car fest paire 1) +*lim f(x) = lim D 74 a 
Ir E—++es x 
pour x€ ]N3,+00f 0 
is 2 
FR = Enx + En(x —3) *lim f(x) = lim SLA = —00 
1 2x x 0" x * 
FiR= tr 0 C 
X x —3 


2) g(x)=1- x? - Lnx 
a) eto=-f2xt eo Vre IR: 
À 


g est strictement décroissent sur |0,+| 
b) g(1)=0 

















2. 
im f(x) = lim Enx , Ln(x° —3) 
tt T À —++es I X 
En #[1-À)] l— Lx 
2 se _ 

LE Lnx, x 3) f (x)=-1+ = 

fo = 2% 

À 
4) 


a) lim [f(x)-(-x+2)]= lim EX EG 

It xX—+t+es X 
A:y=-x+2 est une asymptote à (C) au 
voisinage de + 


b) [= (442 = 
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Cf 


EX 10 : 


f(x) = (Lnx)* —-3Lnx+2 
1) D, =]0,+c| 


fx) =? Lux? 
L« À 


fx)= 2 Lx 3] 
x 





Von, mt 


5 


ee, 


—C 


ct 


im f(x) = lim [us 32) = +00 


Lns=3 + 2) 
Er 


“lim f(x)= lim Lu 


2) 
*f(x)=0 3 (Lnx) —-3Lnx+2=0 


On pose X = Lnx 
L'équation devient: X°—-3X +2=0 
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X'=1l et X”=2 
V'=e er L'=r 
(Cf) n (0,1) = {A(e,0); B(e*,0)} 


* lim 
1 —++ tv 4 =+ +00 
—,y— 

Ô 0 


B.P de direction celle de (0, i) 


.. | 
JC pe CERN 9e 
X 


Cf 


3) F est dérivable sur ]0,+] 


Et 
F'{x) =(Enx)" +2Lnx-S(Lnx+1)+7 


F() = f(X) 
D'où F est une primitive de f sur ]0,+|. 


4) A= - fx 


€ 


A= [rc 


A=[F(x)|,; 


U.a 


EX 11 : 


1) Lnlx<1e 
O<ld<ee 


O<x<e ou —-e<x<0 
Sx = }-e.0[ LU J0.el 


2) 

2x-xLn|x si x#40 
F(x) = 

0 six =0 
a) D, =IR 


“Continuité : f est continue sur /R° 


Fonction Log 


| lim FOR EEE T 
lim f(x) = lim(2x- xLn(—x)) 

10 x #{) 

X =-x D TER Ta 


f est continue sur tout IR 
*Dérivabilité: f est dérivable sur 1R° 


in 0 Him(2- Lnx) = +00 
_( x 0" 


10" 7j 
f n’est pas dérivable en 0. 


b) +Vxe D, =IR ona(-x)e D, 
* pour x # 0 

f(-x) = 2(-x)-(-x)La-x 
f(-0)=- f(x) 

f(O)=0 

D'où f est impaire 

D, =[0,+| 

pour x>0 

f'x)=2-(En|x +1) 
fx)=1-En(x| 
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EX 12: 


O<a<b 


La(ax +1) 
= — 
JC) Ln(bx +1) 
1) f(x) existe si seulement si 
ax+l>0etbx+1>0etbx+1zl 


l ] 
Sx>—-—etx>—-—et bx £Û 
a 


S x> _ etx£0 
b 
D, = ie) 10) 


2) f est dérivable sur Eure) 10) 


Comme quotient de deux fonctions dérivables. 
aLnbx+D) bare 
f(o= ax +] bx+1_ 
[En(bx +0] 
Fe a(bx+1)Ln(bx+1)-b(ax+1DEn(ax +1) 
(ax+1}bx+1){En(bx+1)] 


ii = a(bx+1)Ln(bx +1) —b(ax +1l)En(ax +1) 
g'Cx) = ab.Ln(bx +1) +ab -babLn(ax +1) -—ba 
g (x) = ab.[Ln(bx +1) — Ln(ax +1)] 

_ pour XE Jo, +oel 


a<b= ax<bx 


lim f(x) = lim x(2— Lux) = —c0 


_ (C) admet une tangente verticale au 
point d’abscisse 0. 


C im LC = lim 2-— Lnx = —e 


I —1+— x I ++ 


= ax+l<bx+] 
— Ln(ax +1) < En(bx +1) 
= g{(x)>0 


> 1 
L | urie |——, 
ci | | 


a<b= ax>bx 
D ax+l>bx+i= gx) <0 


(C) admet au voisinage de +c une B.Ï 
parabolique de direction celle de (o, i) 
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g admet 0 comme minimum absolu 
D g(x)20: Vre Ha 


HE (x) = EX) 
(ax+1)bx+1)[Ln(bx+ D] 


Le signe de f(x) est celui de g(x) 


] 
V. M nn + > 0 
ce | b à g(x) 


f est strictement croissante sur 


Hd 


de même f est strictement croissante 


sur |0, + . 


L 1 l I 


Car f est strictement croissante sur 


0, +ce[ 
ent) 
Ln2 b 
RTE 
Let ee 
a 


> (En?) > Ln(t+}2n + 
b a 


EX 13 : 
1) pire 
X 


lim U(x)= lim (ans -14À)= te 
{++ Loco x 


im U(x)= lim Lans-stt = +00 
10° x Y 0 
Le. 1  x-Î 


—— {ls 


CU (x) = 


x x x 
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*V(x)=x-1-£Lnx 
lin V(x) = +c 
1)" 


: |  ZLnx 
him V(x)= lim x| 1-—-— 
F—+— E—h tes X x 

ap lens, 
ü Û 


Meta 
X X 





2) * U admet 0 comme minimum absolu © 
U(x)20;,Vre IR. 


= Lee >,Vre IR 


X 
À 


* V admet 0 comme minimum absolu © 
V(x)20,Vxe IR. 
= x-1-Lnx>0;VxelR. 


> Lx < x —1[2) 
(42e Ts Lax < x I; Vre IR, 
x 
I 
3) * pour x=1+— 
n 


Lnx< x-1l= Lift) 
n n 


— anis?) 
n 


= 1 (ni) Jeu 


=[1+}) <el(7) 
n 


Fonction Log 


Le I 
* pour x=1l—-—>0 
l n 
Lnx<x-1= 
] 


Lni-7)< es 
n n 


nfi-l)21e 
n 


Jp 





EX 14 : 


1)120 
2 
D ra 
1+t 1+1 


l+1 





DH IE EI + pourt20 
+1 


2) x20 
On à : 


mie <i-s4r Vie (0, x] 
l+t 
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D'où 


[(1-r)ar < fe (-1+r)à 


l > | x FT ; 
1-5 | <[emh+a] cts] 


2 
er. < Ln(i+x)Sx-=-% 
, Dr 
3) 
En(1+ x) 
f(x) = x 


| six =0 


six>0 


a) f est dérivable sur ]0,+[ comme étant 
quotient de deux fonctions dérivable (x # 0) 


= D 1e (0) 


d'où f est continue à droite en 0. 


b) lim f(x)= lim 
+0 10 


c) pour x>0Û 
f(x) f(0) _ Ln(+x)- x 
XD x” 
D’après 2) 


2 2 3 
hi ner 
, 23 


<Ln+x)=x _ 1 x 


_1 La Lx 
2 x° 2 
su 16/05/00 ELILx 
2 x—0 2 
im (54) 
x0°\ 2 3 2 
D'où 
lim f(x) — f (0) L, al 
107 Xx—0 2 
f est dérivable à droite en OÜ et 
' 0 Rene 
f'i(0) 5 


Fonction Log 


EX 15: 
1) f(x) = 
D, =IR 


+ 


f'D=>0: VrelR 
X 





1 + tee x 


B.I .Parabolique de direction celle de (o.i) 


Rk 


2) S =Enl+En2+..…. + Ln(n) 
T = Enl+ En2 +... + Ln(n-1) 


En utilisant la méthode des rectangles 
k+] 


aire(r,)< Ï Lnxdx < aire(R,) 
L 


(Voir figure) 
k+| 


— Lnk < | Etes Lait 


+ ÿ ts | Jens Ÿ Lau + 


k=1 +& 
DT S< [Lara < 5, 
} 


3) 
*S, = Ln(ix2xX3x......xn) 


S, = En(n!) 
T, = Ln|(n-1)!] 


[nr =[xEnx- x] 


=nln-n+1 
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D'après 2) 


Ln[(n-1)!]<n£n-n+1< Ln(n\(1) 


*nl£nn-n+]=£Ln(n")-Ln(e”)+ Lne 


LE June 


els) £ Ln(n!) 


_ Æ | <n'{(1) 
e 


*Ln[(n-1)!]< al (2) | 


= Lan} Lan dom [2 | 


= ns 2nl ne) 


me, nt£ nel? ) (2) 


()+(2)= 


tire) 


EX 16: 

f(x)=(x+1).Ln|x -3 

1) D, =IR\{3] 

2) 

a) f(x) = Ln[x=3[+ (x +10). 
x—3 


fo = + Las -3 








—à ] 
b) f'"(x)= ——— 
) f(x) G=3 "33 
x—7 
(x) = 
f(x) x) 


Fonction Log 





c} f' est continue et strictement 
decroissante sur |--°,3[. elle réalise 
donc une bijection de |-<+,3[ sur IR 
comme 0e /R alors il existe un unique 
réel @e |-æ.3{ tel que f'(aæ)=0 
fOLf(D<0O —=0<æ<]I 
f(0,7).f (0.8)<0 —0,7< & <0,8 


d) f' admet (2+Ln4) comme 
minimum absolu sur |3,+c[ 

— f'(x}22+Lnd4 

> f(x) > 0: Vre ]+3,+00| 

3) Clim f(x) = lim (x+1)Ln|x—3}= —» 

_ lim f(x) =+c 

“lim f(0)= lim(x+1)Lnfx—3| = — 

_x =+3 est une asymptote à (Cf) 

D lim JAs lim (+2) Las ve 

xs 7 x—+ "0e x 
4) f()=0 x+1=0ou|x-3=1 


és x=-loux-3=loux-3=-] 


& x=-loux=4ou x=2 


(Cf}n{o.i)={A(-1,0); 8(2,0);C(4,0)} 
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EX 17 : 


f(x)=-2+ ne 
2 t 


Le 


X— 


1) D, =IR V1) 





2) f'=-S+ 


es 


- 





1 244 1 
PRE d -N 


—x"+x+2 
2x(x—1) 
x" +x+2=0 


f'(x)= 


x'=-le x"=2 
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D x {0e -xz-]l 


3) him (0042) 1im La D l-xé#ler 1l-xx0 






























































& = (1-x)e D, 
D'où A:y=-2 est une asymptote à (C) OT DE T4 Sr: — 
2 2 1-x| 2 x 
x x—1 l 
+ 1004 2e nee 1-1 sobre X + in 21 
2 . * 2 x—1 x | 
portes re >12 Lnl-2h > 0 ] | x (=) 
x x = +Lnl — | =— 
2 x-1 x 
x 
+—>0 
PRET => + Lui 
e pour 0e ser fois La(i-1) >0 1 1 
2 X X =-—=) — — 
2 4 
x 
= f(x)+—5>0 
Fe 2 = fa-n=2{-5)-700 
epour xE be) -h-2 <I 
2 : D'où 
] X 
+ Inli-2<0 = 0042 <0 1(3.-5 ] estun centre de symétrie pour (C) 
x | = 0 172 1 + 
du + + 
+ — 
IE E 9 


* x =0et x =] sont des asymptotes à (C) 





© | [a TT a 
À A |(C) (C) 
Pot 


D'intersectiô 


*A: y= É asymptote à (C) 





4) pour xe D, =IR°\{1] 
Ona:x#0er xzl 





6) * Sur |-c,0[ f admet Ge un | comme 
minimum absolue 

= f(x) 2+ En2; Vxe }-,0[ 

D'où l'équation : f(x) =0 n'a pas de solution 


dans |, O[ 
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- "+ de même l'équation : f(x) =0 n’a pas 
de solution dans ]l, +ce| 

+* f est continue est strictement 
décroissante sur ]0,1[ 

— f réalise une bijection de ]0,1[ sur IR 


Comme 0€ ZR alors il existe un unique 
réel 
x, € 0.1] 1g: f(x) =0 


12} C) FR <o 


— . <X< 2 
Fr. 2 
Conclusion : 
L'équation f(x)=0 admet x, comme 
unique solution dans ZR°\{1}. 


EX 18 : 
À) 


l)g(x)=(-x.inx  xelR! 


g(x)=001-x=0 où Lnx=0 





lim hA(x) = lim(ZLn(x) — x) = — 
x-0" 20° 


lim A(x) = lim x A = — 
7 21 1e 
b) h admet (-1} comme maximum absolu 
— h(x)S-1; Vre IR 


D'où A(x)<0: Vre /R! 
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B) 
f(x) = Enx(Lnx- x) 


1) f est dérivable sur /R° comme étant 
produit de deux fonctions dérivables 
fx = pente Las( Li 

x x 


(£ax-x)+(1- x) Lnx 


f (x) = 
g(x)+A(x) 
X 


f'(x)= 
2) f'(x) <O car g(x) <0er (x) < 0 





him f(x) = lim Lnx Lns=s) = +00 
x0" En RE 


lim f(x) = lim En nt = —00 


À 
CE 
0 


3) + lim f(x) = +e 
10° 


La droite d’équation : x=Üest une 
asymptote à (Cf) 
* lim f(x) = —c 


ne re 
lim X 140 Fes Ko 
ÛÜ 


(Cf) admet une branche infinie 


= 0 


parabolique de direction celle de (o, i) au 


voisinage de (+). 

4) 

a) On a : 

f(4)=0 

f est continue et strictement décroissante 
sur /R°, d'où 


(Cf}n(o.i)={8(1.0)} 


b)T:y=f"{l.(x-1)+ f(D 
F-p=-t Hi 
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c) *f(e)=-e+1 o) 
= A(e,-e+l)e (Cf) lim Du Lana = lim ini GT Ei 
*AET a-+0" 2 a0" 2 


D'où AeT N(Cf) 


lim a(Lna) =0 
5) a 


ne D'où Clim A(«) se 

dE æ-40" 4 
7)a) f est continue et strictement 
décroissante sur /R. elle réalise donc une 
bijection de ZR° sur f (IR )= IR. 
XX ct! b) (Cf -1)=5,(Cf) avec A:y=x 


Cf 


EX 19 : 


LT 1) 
a) f(3)=let f (3)=0 


#, 


6) æe ]0,I 


I 
a) A(@) = | fCodx 


1 
A(@) = [£nx(Enx - x).dx 


Soit : 





2 


US Lax- x + U(x)= xLnx- x 


lim f(x) =—c 








3) f(x)=ax+b+£Ln(x+c) 





x | 
—| XLAX—-X-XxX-— Cx\= a+ 
| - ROUES xX+cC 
i 2 
A(&@) (ra }ane-a(tne) * SALE 





4 





Fonction Log 

f')=0 noie =0 
RL ur 
f@=-s |, 1 1 
4+c 2 

ps 

= 
c=—2 
D'où 
f(x)=-x+b+ En(x—2) 


fG)=1=-3+b=1 


= [b=4] 


D'où 
f{x)=-x+4+ Ln(x—2) 
4) X=x-2 


+ lim f(= Jim (-X +2+LnX) 


2 LEnX 


= Jim X|-14+<+=< |= 
X x 


X + 





0 


* lim JO _ lim (4,262). 
1m Y Lt tes x x 
* lim (f(x)+ x) = +0 


(Cf) admet une B.I de direction 


asymptotique 
5) 


celle de : A:y=-x 


a) A:y=-x+4 


b) f(x) -(-x 
Ln(x-2}=0 


= er 
f(x)-(-x+4) 






+4) = Ln(x-2) 
mx-=3 


2 3 +c0 
PAR 


A [GD| (©) 
(C) A 








6) g(x)= f(x) pour xe |2,1] 
a) g est continue et strictement 
croissante sur [2,3] g est bijective 


de |2,3] sur J =g(]2.3]) = }-.1] 


b) (Cg —1) 


= S,(Cg) 


avec d:y=x 
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c) (Cg —-1) admet une demi tangente 


verticale au point d'abscisse 1 
d'où g-1 n’est pas dérivable à gauche en 1. 


EX 20 : 
AJ 
1 l 
= — + — 
fc x Lnx 


D, = ]0,+c[\{1} 
1) 


] ] 
* lim f(x) = lim —+— = +00 
DA ) x+0" Y% Lax 

= pe. 
Ho Dehnee ue 
sr Care Des 

— 


* lim f(x) = + 


el" 


Li 
+ _—_ — ————— — 
lim f(x) + re 0 
0 9 
Les droites d'équation 
x=0; x=1l; et y=0 sont des asymptotes 
à (Cf) 
2) 
a) les fonctions x x et x Lnx sont 
dérivables et ne s’annule pas sur 
]0, +ce| \{1l d'où f est dérivable. 
] 


I 








fx)=-—-+ 2 
+ 





Fonction Log C-M-S 
3) h(x)= f(x) pour xe ]0.I| 

a) h est continue est strictement 

décroissante sur J0,1[ elle réalise donc 


une bijective de 0.1] sur 

J =h(]0.1{)=7R 

b) h est une bijection de ]0,1[ sur IR 
comme 0€ /R alors il existe un unique 
réel æ de |0.I[ tel que k(aæ)=0 


h(0,5).h(0,6) = (+) —) < 0 
D'où 0.5<a<0.,6 


c) f(]l:+[)=]0,+e| 
0€ |0,+c[ d'où l'équation f(x) =0 
n’a pas de solution dans ]1,+[ d'où 
(Cf}n{o.i) ={A(a.0)] 

4) 


pt il. 
Ch PA à 
a 


5) (C,-D=s.(c,) 
avec A:y=x 





6) 
—] l 


h' sm ï = —- 
UT œ œLna) 
pe NS 

a En 





= | Lana = -@ 


ss --(£) 
& © \æ 


b) A °'(0)=4« car hk(@)=0 


D'où 


h'(&) = 
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h est dérivables en & et 
+ 
na=-[£ jee 
œ 


D'où h°! est dérivableen Det 





I -@ 
V0 —— = —— 
( }O) h'(@) 1+« 
B/ 
g(x) = 2.f(x°) XE ]1,+col 
1} 


1 ] : 
f(x) - g(x) LE f(x) 





] I I 
=—+——2| —+ 5 
x Lnx x" LEn(x') 


1 1 | I ] | 
2) + — 
x Lnx x” 2Lnx 





3) xe [2,+| 
MN = f(x)- g(x) 2 


x—2 


Soit (x) = 





= xE [2,+el 
Æ 
4— x 

» 


&'(x)= 





MN = &(x) est maximale pour x =4 


Fonction LO£ 


 EX21: 


AJ 
g(x)= 


x+l 
2x +] 





— Lnx 


= - ben 
(2x+1) x 
Vre |0,+l| 
g est strictement décroissante sur 
10.+| 
2) g est continue est strictement 
décroissante sur ]0.+| elle réalise 





1) g (x) = 


une bijection de ]0,+[ sur 


g (J0.+{)= lim gtim g[ =. = 


Comme De JR alors il existe un 

unique réel æ de ]0,+c| tel que 

g(æ) = 0 
g(l.g(2)<0—=1<a<2 


calculatrice 
18<æ<1,9 





PRE 
CET EC 


x> a g(x)< g(&) 
Car g est strictement décroissante 
— g(x) <0 


B/ 


2Ln. 
f(x)= - 


x +x 





..  2Ln 
1} lim f(x) = lim 
10" 0" X° + X 


dim (0 = lim (T) =0 


= —00 





| x+] x 

2(2x+1) 

2) fx)=—— 8 (x) 
(x +2) 
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Le signe de f'(x) est celui de g(x) 














2Lna 
f(æ)=— 

a +a 
Or 

24 +1 

D'où 

[ee 
fai = ET re 


c+a  a2a+l) 


4) +x=0et y =0 sont des asymptotes à 
(C) 

«T:y= f'(Xx-1)+ f() 

T:y=x-1 

+40 1,8 — f(x) 0,3 





C/1) a) u(x) - Lu 
X 


UC = (La) est une primitive de w sur 


]0,+c0| 
SR dat las 
1+x l+x x x 
(Car Lnx20) Sat 
x 
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2) lim f(x) = lim Les mn} 
1—+ 4 —++0s ur 


ê (D = f(x) :; Vre[1,+0| 


F()=0 Ln (fes) 
FO _ x 


Ona: Ft find ie 18 «in 
I 


JO: Vrefl.x] 


* x Ln : _ Re " 
— [ft < Fa + 5 

| | | B.I de direction parabolique celle de {o.i) 
= ras] Lu) | *f(0)=1 

i 

> F(x) s- (Lux) 
Vxe [1,+o0[ 
EX 22 : 
x € [0,+c| 





FO = Ln(x+Vi+r) 


1) 











Er 3) 
a) f'(X)= + l+x° a) f est continue et strictement croissante 
ENILE sur [0, +>| elle réalise donc une bijection 
f'œ= I+x +x » + À de [O, +cof sur J =[0,+0[ 
V1+ x" (x+ vi) V1+x° b) (Cf -1)=S,(Cf) 
A'y=x 
Î 
r dt 1= / 2 
b) = [fl = En(1+V2 C) = f£n(x+ 1+x° |.dx 
ris OL ) 0 | 
U(x)=1I—SSU(x)= x 
2) f'{x)>0 





1 
V(x) = f(x) — sv (x) = 
Ÿ1+ x° 


I 
À 


1=[x.fC1] - pm 
1=f0-[Vi+x | 
I = La(1+V2)-(V2-1) 


1= Ln(i+2)+1-V2 


dx 
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Enl +2 | 


da k | 
«[£n(x+ Vi+x )dx représente l'aire bre [x (£nx)" dx 
O 
de la partie du plan limitée par la courbe soit : 


(Cf). l'axe des abscisses et les droites 
d'équation : x =0Det x=1 


Lalt+vr) fin 


« [ fo [GE 
0 0 


Représente l'aire de la partie du plan 
limitée par (Cf -1), l'axe des abscisses 
et les droites d’équation : 
x=0et x= f{l) 

D'où 


[Ln(x+ L+x }dx 


= Ln(1+V2)-(Ln(1+V2)+1-V2) 


[ f'ood=1.f0- 





EX 23: 


1,= fx (Lnx) dx pal 
1 

1) 

a) 1,,= fr (Enr) & 


pour 1<x<e 
=0S£nrxsi 


= x'(Lax)” <xt(Lnx) 
= [x (Lux) dr < [x (Lax) di 


1, SE, 
D'où (7,) est décroissante. 
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US SUD=T 


Vo=(Lnx)" Ve PE (Lnx) 
x° + F p+l 2 P 
aus) [-2t fs (Lnx) dx 


4 
I _£_Ptl; 
3 3 


p+l de 


D'où : 


Fonction Log 





2) 
a) (1,) décroissante 
1, SÈ, 
p+1 p+l 
D 1,4 t— à ad ; al 
3 
€ cp+#, 
3 Cr 
+ £ 1, (1) 


+ à 
* pour p > 2 
Aer. nie 
On a : ra 
D'après 1 )b) 
1,<1,, cari D 


P P 
Face 3 L 


P P 
te pe let — Î 


sn 


rs 
P +3 





3 
pour pts 1, = hr) E 


D'où Par pour p2l 
p 


(1}+(2) 





_. 


3 3 
b) lim ——= lim ——=0 
pe p +4 pre np +3 
— lim 7,=0 
pre 





+ € <pl, Sos 


p+4 P+3 


3 
P Suns 








e = lim 
pote p+3 





lim 
D'où lim p4,=e* 
P—1+e 
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EX 24 : 


f(x) = En(Enx) 

1) D, = ]1, + 

2) la fonction : x Lax est dérivable et 
strictement positive sur ]1,+cl 

D'où f est dérivable sur ]1.+ce| 


C£nx) 1. 
PRE Lnx xx 


” 1 
3) S = > —— : x> 
” ira 


k2>2 
K<ISk+1—0< Lnk < Ent 
> O0 < KkLnk <1.Lnt 

l é ] 

tEnt kK.Lnk 


k+l 1 +] ] 
D | —dt< | — dr 

2 tEnt ° K.Lnk 

£+) I I 


> | ——dt< 
; Ent k.Lnk 





n+i 
Ï 
4)*% | —— dt 
Var 
n+] 


= [fod=[ro]" 
2 


= Ln(Ln(n+2))-Ln(En2) 


k+l 
* art < 


;, “Ent kLnk 





n À! 
ÿ [ds 


n+l 


= [rass, 


Jilees 
L= + kLnk 


— $, 2 Ln(En(n+2))- Ln(Ln2) 
lim Ln(Ln(n+2))- Ln(Ln2) = +0 
D'où lim 5. =+0 


FH -+4+08 


Fonction Log 


EX 25 : 


Pour xe /R, 


1) on pose : U(x}) = x- Ln(l+ x) 


l 


U (x)=1-——= <= >0 


U est croissante sur IR, 


1+x 1+x 


x20=U(x) zU(0) 


# 


V (x) = Ln(i +9-| 
v' 


Vix)= : 
1+ x 


V 


= U(x)20 


= x- Ln(l+ x) 20 


= [055240 


soit pour x 20 


Cette 
L+ x 


2 


20 





est croissante sur /K. 


x>20=V(x)2V(0) 


2 
(D+(22 x-T< Ln(l+x)< x 


2) 


a) w, = p est une suite arithmétique de 


x° 
X—— 
.) 


£ 
—, inard-[x-à > 0 


2 


raison r =] 


>p=>w, = (M +w,)= 


az! 


n(n +1) 


2 


* die par récurTence 


P=1 


+ 


_ pour n=|] 
TE 

S'p=1=! 2" (vrai) 

, , nmn+lX{2n+1l) 
_ SUPPOSONS que = ———— 

pposons q 2. : 
Montrons que 
(n+1)(n+2)(2n +3) 


2h 


p=1 





6 
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n+| 


p° = Ÿ p°+(n+l) 
pal 


p=l 
__n(n+1)(2n +1) 
6 


- TE [n27 +1)+6(n+1)] 


+(n+1) 


= tant +7n+6) 
6 
__{r+1)(n+2)(2n +3) 
6 
Conclusion : 
Ÿ p° : ES 


+ 


e IN 
p=| 


b) 


Ln(P)= La 1+2)+ Lnfi+ +. 
h n° 
+Laf1+ à) 

n 


La(P)= Ë af 1+-E 
p=l de 
d'après |) 

B- Ps tafi+ B< LP 
nm On. 


1 n 
2 n n° n° 


Er FE < Ln(P.)< ee 


p=) n° ri 4 P=I 





p=1 


aa | (ane 
a ae 
n 2 ân 6 


en 
/ 

n+1 (n+1l)(2n+1) n+] 
> —_©  — ———————— 


- < LniP)<— 
2n 24n 2n 


< Ln(P)< | 


ns. 247 
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EX 26 : 


f,(x)= En(x° +a) 


1) 
a) 1" cas : a>0 


D, = JR 
2eme cas : a=0 
D; = JR 


3eme cas : a<0Ù 


|” 
$ 

Si 

ù 
à 
Ÿ 


D, = |, “a L Na,+of 


2x 
x'+a 


+ 


b) f'{x)= 





1" cas : a>0 





2eme cas : a=0 


= Le) f' -{ 
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V4 x 1 —4+ € 
en #(1+%)] 
+ 
= in ———— 
1—++— x 
Ln()+ La[+ & | 
RE ne 
1 ++ X 


ü 
La[i+&) 
lim 22 , 1 #2 209 


=) +08 x 
en md 
f 0 


(C, ) admet une B.I parabolique de 


direction celle de o,i) au voisinage de 
(+) 

* f est paire d'où (C, ) admet un B.I 
parabolique de direction celle de (oi) au 
voisinage de (—c) 


d\a#a' 
MM'=|f,(G)- f,'(0)] 


= PES +a)- Ln(x° +a ) 


JL 
La r re. 
x'+a 
#0 


k 
x +a 
Car — -#| 


+ a 
* (Ca) et (Ca') sont disjointes 


(Can Ca'=6) 


| 
X T0 

Ln| =—— 
X +a 














*k MM ‘= 
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} 
Et. De 
B' \A' ÿ A_/B 
CO 
T., 
g {x Ta # 
\ À / | / g(x)>0 ;VrelR, 
FAC 
\ \[/ / C, | est au dessous de D. 
\ À b) A(x) = f,(x) = Lnf +à) , xeiR 
y 3 
/ \ 7% ; 
/ \l/ À h'(x) = =. >0; VreliR, 
\L \ xŸ +— 
À \t \ 4 
h est continue et strictement croissante sur 

* (C )n(0,i) = {0(0,0)} IR. elle réalise une bijection de /R, sur 
T,:y=0 HUR,) =] Le) 
*(C,)N(0.i)={A(-1,0); A1,0)} ; 
T,:y=-2(x+1) 
T,:y=2(x-1) 


*(C)n(o.i)={ 82,0); 81-42,0)} 
T,:y= 2V2(x-V2) 
T,,:yY= _22(x+ V2) 


2) ee xe ÎR, 
4 





g(x) =x-Lnf à +à) 





a) g'{x)=1- =. 
2 
x° += 
4 
Ro 
g (x) = 3 
x +— 
4 
1 3 
3/3) 
g (x) = 3 
+ — 
4 
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EXERCICE 27 
A 
n C IN° 
f(x) =(x- 1)". Lnx 


1) g(x)=n.ELnx +]l- 


‘ ni 
a) p'Aæ)= + —= > 
< < 


© X | 














+00 


AT ts 


2) a) pour n=| 





f(x) =(x-1).Lnx 


f(x) = Lnx + | - = = w1(x) 


A 





Pour n > 2 
f(x) =n(x - 1)" ".Lnx + 


(x 1ljr 
x 


f (x) = (4-17. px) 


LT cas (n:impair 
Le signe de f,'(4) est celui de g{x) 


C-M-S Ch 7 Tome I 





2°" ças (n: pair) 


Le signe de f,"(x) est celui de 
(2 — Lx) 





b) f(x) - fix) = (4 - D.Lnz - (4 -1).Lnx 


=(x-1)}(x-2).Laz 


PCR r 
= f6æ) | + D 7 OÙ + 


{10) {2, La} 





lim 19)» im (1— =) Ln x 


ee I D - z + to 
= +o 


(x! 
lim see 


Z + Vs ZE 


= Jim (AA )1nx = +00 


Æ 1 + 


Branche infinie parabolique de direction 
celle de (O, j ). 
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“SE 
B) Ve) EL : nEIN 
2 
D =] j,@)d« 
| 2 
Soit =] (x —- 1} Lnædz 
P 
1) — (ep 


d 
L 
Lnx  — _ 
4 





2 D+: 
L[cœ-12"" Lee ? (z—1) 
uw =| - | net 


s n+1 
= Er ue 2 pe2— C 1) d x 


nm 1 nm+i 


D'où 
£ L+1l 
3 (n + 1) U,=Ln?- La x 
3 A= [ (F,(x- R&D dx x 
A= [tx +32). Linz d x 2)pour nEIN' 
? ie1p9tt 
Soit a) Ln2-(n+13U,- [ = 14 
U(x)=-x243x-2 
V(x)= Lnz 1<x<2 = <<] 
7  « 
_—r2 z 
—| U(x)= + : - 24 
V\ x) = 1/x — = (= 1)" "< ED < (x - 17 
x" 3x* ’ ae = a+i 
[+ -2dln) pie axe Pur s 


= # 
PE + E - Hz f; @-1)* 
= —- 3r° 3 
Az -— La2 [+ 2x) | 
3 3 * 1 


19 2 
/=(— -- Ln2) u à 
36 3 Si 


Fonction Log 





GE € Ln2-(n+D'U< 
er = ARR NE ONE 
(z=: er] 

EC 


î 


1 
TRES < Lni-(r +1) U,< —— 


Pr ” ‘n+2) 





b) lim L_-0 


x + +o (rrt2) 





d’où bn (Eu2-(z+1)U,)=0 


ZX —+ 


— lim, ((n+1)4,)= En2 


3) n>let æx> 0 


SA x)=1-(4-1)+(4- 1) +... 
… + (—1)"(x- 1)" 
a) SA x) est la somme de { n + 1) termes 
consécutifs d'une suites géométrique 
de raison q=-(æ—1) +] 


d'où 


pe 1-{-G-1)]" 2 


1+ (xz—-1) 


1-(-1)741(x 19071 


« 


1l 


CA (ie) 
x. x 
b) on a : pour n EIN' 


VIT midi 
En?-(n+1)Us f _—_ 





— (—1)"*{fLn2-(n +10 U,] 
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2 (- 1)7*1 a 
= 


= [CE — 5,62) dx 


(<a- ['6,codx 


[Lne]? -[ 8, Godx 


= [n2- 
(a-12%  (z-1)! 
le - a Fu + 


&: pute | 
+ CET 


us -[(-14e 2 


= Ln2- |(1- 244.4 CD J 


SAR 
=Lnz- J00 =eni- V 


D'où 

Ln2- V,={—1)"*!"Ln2 - (n + 1) Un] 

3) Em. (Ln2-(n+14U,)=0 
|Lnz-(n+1)ü,|=|L212-V,| 


D'où 


im (Ln2- V,)=0 


Z + to 


—s Em V,= Ln2 
+ 


: 
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"a b) x21 
EX 28 : pour te{[l,x] on a: 
D 
I 
1) xe [1, + (-1)-(1-1) <1-=<(1-1) 
g(x) = xLnx -— x +1 k à : 
a) g(x)=Lnx 20 Vxef[l,+| = f{(e-1)-(1-1) jar fi-Lars f(r-nar 
I L | 
2 M d Lt 
L 2 | _| 
ste tr <[s-Lntf < Ce 
2 3 | 2 | 
x=1) (x-1) (x-1) 
— _ Sx—-l-£nx< 
2 3 2 
lim g(x)= lim x.[Lnx—1]+1= +0 c) pour x>l 
b) g(x)20:; Vre [1,+| EN en se 
X, “3 (x-1) 2 
2 ip LD 1 
— si x>l . ; 2 
f(x)=< Lnx D'où 
Il six =] . [x-1-Lnx _] 
, , xl (x-1) A 
op ie 
ri I d) pour x>1 
D'où f est continue à droite en 1 DO PA RTS EE | 
x=1  (x-l£nx À (x-1} 
D in I Tel 
a) à rl xl £ p 
2. | ‘ : . 
(-1)-[1-2) 21+1 _(t-1) à d'où f puis à droite en 1 et 
Î f Î PURE 
cu far du ve , 
, a) pour x>1 
1 2 _(r-1) | 
(1-1) j=—20 Lnx Le 1) 
D'où 
2 I 
(D+(2)= 


1) sie 
{ 





Vie [I,+[ 
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lim f(x)= lim 





Had fi-1) 20 
X 


Lnx 


A +0 *X \ —+ +00 


(C) admet une B.I parabolique de 


diréction celle de (o.i) 





l 
xf" 1) = — 
f 4 
Cf 
1 
Il) 
“ | 
| — dt si x>i 
F{x)= Ï Ent 
En2 si x=1l 
1) 
a) x>l 
l x 
x<t<x ie 
tnt Ent f£Eni 
Car t£nt >0 
Î 
pen 2e 
tEnt Lnt tEnt 
gr : 
spas (+ à 
Jin *1Ent 


— seen" < F(x) S x.[Ln(Lnn)]! 


— xLn2< F(x)< x° Ln2 


C) lim xLn2 = lim x” Ln2= En2= F(1) 


at x-4]" 


d'où F est continue a droite en 1. 
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3) 
| l | 
a) la foncuon L:1+ 1. est continue sur 
ni 


]1,+ . soit V une primitive de U sur 


ni. +cof 


F=[Vo] 
F(x)=V(x")-V(x) 
V est dérivable sur ]1,+| 
x V(x?) est dérivable sur ]1,+e| 
(composée de deux fonctions dérivables) 
D'où F est dérivable sur ]1,+oel 
F'(x) = 2x V (x°)-V'(x) 
=xU(x*)-U(x) 
poules 
Ln(x') Lnx 


b) x>l 

F est continue sur [1,x] dérivable sur 
Jxf 

D’après le théorème des Acc.finis 
Ilexiste ce ]l,x[ tel que : 
F(x)-F()=(x-1).F"(c) 


c) lorsque : 
xl 
cl 


+] IX — x 

= lim f(c) 

= f0Q) = 
Car f est continue en 1 à droite, d'où F 
est dérivable à droite en let F',()=1 
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_4) 
F'(x) = f(x)>0 





* F(#4) > æLn2 pour & > I 


lim x.Ln(2) = + 





D'où lim F(x) = + 


IT) X>1 
* déterminons re 


l)pourtout Ææ E]1,+00[ 
ME be — 
ne Gr Æ [nt 


È x? 
æ<t<xl = Lax < Lat < Ln Soit G(X) = f° #60) dt + La 











LR ae Te 
2Lnz 7 Lnt - Lnx Ona: F'(#) = f(x) 
xt 1 z? dt Ë ue 
sh RSIMEL SE G(x) = f(x) 
x?» xx D'où : F(#) = G(Æ) + k , KEIR 
me WEST F(D)=G(1)+k k=0 
| d'où 
+ F4)>—— F(x) = G(x) ;: Væ€]1,+ol 
F&) ,, z-1 F(æ) = fl #66) dt + Ln2 
x __ 2Lnax 
Em z - 1 = 


5 —+ +eZinx 


lim, — 4e 3f(2) = +00 
.« F 
D'où lim, LS 4 = +00 


(€”) admet une branche parabolique de 
direction (O , j) au voisinage de +c 
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2) A(x) _ [ f(r) dt 
A(x) = F(ox) = 147? 


AÇoe 
mx — 40 7 = 


li — (S .2 D 


D'après 4) 














lits … ne 0 


& 


x2 
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Fonction Log 


EXERCICE 29 
I- 1) h(x) =Æ-Ln x 


lim, — «+ h (x) = F9 


lim, _, 44 # 1 — 


= +0 


b) h admet 1 comme minimum absolu alors 


h(Æ) > 1; 


2) x . = 
f(x) = 
0 


a) f est continue sur ]0 , +00[ 


VxEe]0,+wl 
si Æ > 0 


si æ = 0 


lim, —, o f(x)= 


1 


LE # 


=0 =#(0) 
d'ou f est continue sur [ 0 , +00. 


b) Im fix)-#i0) _ 
£ — RE 
1 


x — ot x?-xlnx 


f n'est pas dérivable à droite en 0 
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Ch 7 Tome I 


I) F&)= [fo 


æ€E[0,+00 


1) a) 


FC) =f" #09 àe- ['écn dt 
f est continue sur [ 0 ,+@{ et 
1€/10,+ml 


D'où la fonction : 
x : 
xt fl #{) di est dérivable 
sur [0 ,+(0[ et sa dérivée est : 


Ææ > #(x) 


[0 ,+@[ et U([0,+@[)= [0 ,+00 
* f est continue surf O , +00! 


x E #(e) du est dérivable 


sur [ 0 ,+60[ et sa dérivée est : 


* U:* M 2% est dérivable sur 
[> = 


4 M 2#{(2x; et par suite F est 
dérivable sur [0 ,+c0[ 


b) pour æ > 0 


F'(x) = 2#(24) - #(x) 
SR nn sen 
7 2x-Ln2x x-_nx 
2hx)- h(2z) _ 
h@22x).h) 


Lan2— Lanx 
k(2x).h(x) 


* F'a(0) = 2 #(0)- f(0)=0 


Fonction Log 


» [7 





= [Lnt]i* = Ln2 


3) F(x) - Ln2 = [° * $ce) àt- [°° “dt 


FE Cat 


“x th(t) es 


= [7 ) à àr= 
x21 


PourtE[#,2x] 


ht) > h(#) car h est croissante sur 


[1,+@[ = 0< < 
ht) h(x) 


os<* et O0 < Lnt< Ln(2 2) 


Lat 
A 
thit) — zh(x) 


2% Lnt x Ln(2x) 
+ 0 
sk ae EL xh(x) a 


Ln(z Æ) 


= O< F(x)-Ln2 © 
h(z) 


Ln(2 x) 


# < lelLnt 
md O< Hzx)}-Ln les 


Pour x > I 


Ln(i x} 
x tu <=Loz 
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Lnz+2inx 
z-lLlnzx 


Ææ —+ + 


Ln2 ns 


,LImX <0 d'où : 
À 


T + +o 


lim (F(x) - Ln2) = 0 
Æ —+ + 


lim F(æ) = Ln2 
* + 
| 
= | dt 
[. t- Lat 
= <t<1 = int <0 


= - Lat > 0 


œt-Int>t 


FO < [Lntji FO < Ln2 


b) on a : 
FC) < Ln2 et F(1)>Ln(2) d'après 3) 
F est continue sur | : 1] 
Ln2 est compris entre FO) et F(1) 
D'après le théorème des valeurs 
intermédiaires il existe «& €[=, 1] 
tels que F(œ) = Ln2 


Ch7 Tome | 


Fonction Log C-M-S 


IN) neIN 


___. Lni- Lax 
7 nGx)h(x) >0 | 1 
1) Va = f 


re 


a)ona:h(t)> 1]; 


<t 
+-Lant 


1 
D) Ve = [a 
a+ 


1 
Vas = F ON 


r+1 


Ch 7 Tomel 


Vte]0,+a 


:WtE]0,+001 


t 
Vus Vn z0car: > 0 


Vtet=. 1 


n+ti'n 


D'où v,est croissante 


c)pourt E[<,1] 


pi st d’après a) 


H{1) 


s0<f t 
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ht 





de < ft 


Fonction Log C-M-S Ch 7 Tome 







[C1 + dt = [t+2@no°] 









t° =n-1+2 (La(n} 
2 






" 


c) pourt>1 

















t - (t-Lnt)+ Lnt 
t-Lnt t-Lnt 


+ 
nê 







VhEIN 





Lant 
t—Lul 











Lant 
SRE car Lnt > 0 









({ v.) est croissante d’où 










D'où 





(W) est convergente 











CS 


0 SV = 


WW | 


—0< lim 


LA ss 


ty 









FE dt >fP(1+ — dt 










 : 


2) «w, = l 20 * , n>l 













à) 1 . 

> == (1. . 

(+Lnn-( * ) RER FR 
t—Lant 






_ tLnt-Ilnt-(Lnt}? 
LL! 






lim n-1+ =(Ln(n)Ÿ = +00 


NO —+ +® 








= Lnt(t-1-Lnt) _ Latih(t) -1) 0 
h(t) ht) 7 






Cart>leth(t)> 1 d’où 





< 1+Lnt; Vte[1,+ol 


t— nt 





Ch 7 Tome I 


C-M-S 


Fonction Log 


. EXERCICE 30 


À ZE [2, +wl 


f(x) = La (x + Vx 2? —4) 





1) — a) la fonction : 


x #4 Vz?—4est dérivable sur . Jim _*@) 
]2.+@[ (carx?-4>0) = He Tuer Ver 430 
et strictement positive æ — im 
d’où f est dénivable sur ]2, +00[ Vs +0 
2x 2)-a)onpose : g(x)=f(x)-x 


1+ ——— 
2V22—8 __ À 


PR EE Je | _1-vr 74 


: 1 
nor Vx7—à Vx2-4 


b) {x)—f(2) css 
: Him La + VxT-4)-Lr2 


x TT x —: 


OnposeX=x+vx7 4 


x — 2* alors X — 2* 








2-2 t4 
AR 
_f #) = Ln(l +5)- V5 <0 
ie Les (x)-f(2) A) (1 + Y5) - VS 
æ — 2 a -2 
@ admet @(,5) comme maximum absolu 
are LaX_Ln2 Era Lux—Ln2 
(az r Et xs a En — p(x) < o(3) V x C[2,+œl 
2x 
ne Nes — (x) <0d'où (65) est au dessous de 
lim (=) ) eu D 
X — 2t \X-2 t—2 ; b) 
N +0 VMLn”2 =- 


f n’est pas dérivable à droite en 2 





c) f(x) = ; > 0 


LA 


À 
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Fonction Log C-M-S Ch 7 Tomei 


A) 


ZE + Fu EL 





2}a) tE[2, +001 


— 4 >t=Ln(t+ vt*—4)2>Lnt 


re pe 


Æ — +2 t + 


Lux | Lnt+ /1- 5 =f(t) > Lnt 


ES S Pt A 2 
b) fs Lntdt= [tLnt —t]; 


2 
(C:) admet une branche infinie ea [La - 1]-[2Ln2 -2] 


parabolique de direction celle 
de (O ,} ) au voisinage de (+) = (Ln® _j)-2(Ln2-1) 


3) — a) f est continue et strictement 
croissante sur [2, +00[ elle réalise donc 
une biection de [2,+%{ sur (Ln2, +@| 


cpour 1€[2.<]  fO2Lnt 


4 z 
b)(©r')= Sp) = fri(t di> frlntdt 


B x € [2, +0 + F(#) > ‘ (Ln(S) ti= bn < 1 
= F(#)> © (Ln() - 1) 
F(x) = f: fo dt FE E 


1) la fonction U : x = est dérivable Car —2En2-1)> 0 


sur ]J0,l]jet d} pour x € ]0, 1] 


Comme f est continue sur [2, + alors F2 © (En) — 1) 


F est dérivable sur ]0, 1] et: 
2 1 
Ë im (Ln() — 1) = +® 


F'(+) = U(x) {(U(x)) 
| — D'où lin  F(#)= 
F(x) = sla+ = a] 0 


F(+) =  Ln[£(1+ V1 — x°] 


3)F'(x) < 0:WxE€]0,1] 
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Fonction Log C-M-S Ch 7 Tome I 
FG)= ff(tidt = 0 
| e 


x 
Ha= [x = 


On pose : 

t T5 —= 
U(t)=——© — U(t)=vt2- 4 
es Po 


Vt)=t — Vt= |! 


gi(x) = [tvt — Em fo vt{- 4dt 





-X ia de t?-4 
Lys vf us Ter 


F,°(1)=-2 Ln2 L_f t‘ LL Af* dt 
” J. =! 4j Vt2— 4 
C) 2 E]2.+00 : nEIN 
[F. vt?-— 4dt=8g1(x) -4 go(x) 





2v2 
nf en dt | 
BCE Jy3 Ve-a D'où 
me, 2,09) g@e)= [Ve — 4], - g1(&) + 4 80x) 
: 22 
nee + 2g(x)= x Vx ?—4-4V3+4 go(x) 
) la fonction : Fra on ue 
fe = g(z)= © Vx?-4-2V2+2 go(x) 
Sur ]2, +00[ et 2V2€]2,+0[ d'où ? - 
l'existence de g,(Z) pour x € ]2, +! 1= lim, gx) 


L lim (5x -4-2V2+2 gx) 


2 Æ) = fF == 
— 2+24#0 


= [f- f(bat 
2V2 (D £, =-2#2-2.Ln(1 + y?) 


=FOLE=f&X)-f2V2D 4 





& 2n+2 
g(x)=Ln(æ+Vxi—4)-Ln(2+202) 81) L.5 dt 
on pose 
{= lim. gox) = Ln2 - Ln(2+2y2) LS ee 
s + 1 er EE —U(t) = Vt A 
L = - Ln(1+12) v(t}= t'ai —v'(t)}=(2n +" 
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Fonction Log C-M-S Ch 7 Tome 


D'où : 
gente) = [tnt a] Qn+1) FF, VE adt 
2 
gtx) =x "*t Vx 3-4 2m#+/7 (2n+l) Lez tyt2 — 4di 


b) 
En+1(Æ) = Æ an+1 ,/, 24. 25n+3,/3. 


2a+2 420 


(2n +1) Le es t 


DD ANNE eee 
- (2n +1) [g,,, (2) - 48, (2) 
(2n+2)8:1(4)=2 "Va 2-4 
- 232,24 4(2n+]) g,(x) 
c) passage aux limites lorsque æ — 2* 


On Aura : 
(2n+ 2) Las = 4(2n+1) 4, — 23842, 


, _2Untl), 292 
M n+] "  n+1l 


FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 


QCM 2) Vrai 


] 
-im— | — ï 
1) € 2 = e +e 


| ; 
Ss 2e" +1=0 4 (e°-1} =0 
| 


x 


sl4e"+e " =2 
2) 2e"*? =2e"e° 





3) e=— 4 x=- | 
e di 
4) -2< <l &-1<x< Le 
Sin3 Ln(3) 
5) lim f(x)= + ,e _(e A 
œer Sin? / 2153 
+ = = € = (e ) 20 — 
6) f(x) Lle”* À 
| l 2 2)e*e *=e,ee"=e"*! fe j=e” 
1) fre’ dx Ed | (0-1) e e” 3x - 1 
0 2 0 É —_ =eÀ ,— ma 
Vrai — Faux e e 
1} Vrai ( théorème du cours }) F 





2) Vrai .en effet : pour x € [\ soitf(x)=x- In(x) | ( =. ) = (etes e 


— ] 
F(x)=— d'où le tableau des variations de f | 3) a) (e“+ e *} 5 (e*}ÿ +(e “ÿ +2e"e* 


=e"+e “+2 














I —X e"-| 
e _Æ €‘ — + 
Den a ns = 
e‘+e En e“ +] 
e e” 
e* —] 
f admet le réel 1 comme minimum absolu — e* +] 
f(x)21 = f(x)>0—= x- In(x) > 0 
: 4)a) 1<e<2 2 —<e"<l 
> .VxE IR (1) 2 
Horn. 
Comme In(x) <x —e"" <e’ = [x< ei (2) A on £(e =) 4 se =<1 
(+) = In <xr<e :VreC: 
3) Faux :(x°*") =(r+ 1x b) 1<e"<9 — ÿ1< (e' < V9 
4) Faux | | 
id ler épi < <Iel < 
ft x)= = =- f({x),f est impaire SA de 








e "+1 1+e 
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FONCTION EXPONENTIELLE 


EX2 


li -Srx+4)e =0 x -5x+4=0, 
car € #0 


 r=lou x=4 donc Sr = { , 4 | 


* 


k en, 
3) € ; € 


= 4x =0 «2 x=0 donc Sm = 


Er x x 
4 Ë + € _-23=0 ,posonst= € l'équation 


devient: +t-2=0 donc t'=lett"=-2 


LE 
is é =18 x=0 


X 


x 
=-28 6 = — 2 impossible car E >0 
0 


D'où SiR = | 
x —X 2x x 
s) € 5€ +4=-08 € }4€ -5 =0 


EL 
Posons t = € . Onaura:t +4t-5=0 


Donc t'=lout"=-S 


X 
Pour 1 = | on 4: € = | x =0 


X 
Pourt=-5 onaä: É =-5 impossible car 


D'où Sm = {0 | 


x—] | 
6)in( ) a un sens si et seulement si 
l 


X+ XT 
DoncxEl-x.-1[U]l1,+x[=D 


Pour x € D: 
x—1Î 1 
In { } <d 
x+l 
4 


4 
ss x-1=1É + € 
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Q-C-M 


TOME 2 


e +1 


4 


€ D 





4 4 
Sx(l-E j=1+E Sx= 
l—e 
Et par suite 


e +1 
[et 


DE <18 -:<0S x:>0 
Sm=[10,+%1 


2 x 
CR 


> 2X2-X > 3x2 0 


Sr =[0 ,+xl 
2 
10) 2- € >0 existe dans IR* 
ik l 
€‘ <1 ,<in 


I 
X> In2 ou x<0 


SR = EU U Jin? ,+wl 


Le 2x * 
1] E +, -3<0æ€ -3€ +2<0 





Sm=[0 In] 





FONCTION EXPONENTIELLE QLC-M TOME 2 


EX3 
Ci=C g(0)=I 
C=C k(0O)=2 

C3 = Ch h>0 et limh=0 


— D 


f(x)<0 


* lim (x-x)e = lim (*e'-xe')=0 


* Jim Ne = 


= + 
x — 0 t — +00 


e! 
{ 


] 
t=— 
( on pose 2) 
e°* 


* lim (x-e”)= lim [1 -— 
z —+o X— +0 x: 
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FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 


* lim x (e”- e’ = lim x'e'(e-l)=+ 0 L l 
TE — —+ D j 2 L x+1 
e? —] Soit Ax)=x" (€ —-E€ ) 
im = 
x — © X 


* 


S ] ] 

{ = ——— 
tr = 1) EE x X+l  x(x+l) 
x — 0 x = 


| Ona fx)=xe"(1-e "CE 
ee D ———— 
Li (1l-e 
—x(x+i) 
x(x +1) 


* lim 
— 


(x+Dx ) 


1 
x 


| 
ÉE in. ————2= | Or lim ee” =i X= 


= z — +® L +] 
ss 0 Y2x AOPE 


—) = 0x1 =0 A 


x es nn, 
E 


im x(€*-1)= lim 
XX — +9 + 


gs" 


s 
X(x +1) 
+ (e* —1) 


| im ——=- | 


Æ —+ +0 X 


2 


e” . 1 : 2 
, Jim x ( rue, lim, Feu 


et lim - = 
Foi : ET LI 


| e—| ] _ 
ot | ? de même lim f(x) =1 
x — -w 


l 
x(e* -1) | 
os — 3 d'après ce qui précède 








FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 

EX EXS 

LÉGER 4 f(x) =(+1) €" 

1 : 7 
2 FR) Ex 7e Df(H=2(x+1e "-e “(1+x) 
fusée "-xe =(l-x)et =(1-x)e” 
ee (xD 2-x f'@)=-2re € (1-x#) 

à, f (x) = e?* = e’ | = (2 -2x-1) e 


2) Démonstration par récurrence : 


= 2 — x) e 
* Pour n = 1 





ss mn “4 ssl f'@= (1-2) e"* 
_ 2fa-x+ Def +x] = (1) [G — 0x H=D)] € 
(x +1) a =0et b,=-1 (Vrai) 
és re a de 
Mal el FC) = EDG + anX + ba] € 


avec à. et b, des réels et montrons que 
f pe) = DT + ds+1.X + b,.1] e” 


8.f(x)=e + € 5 | en Effet 
(e+e") —(e-e F0 00 = (Dr + a) € (6 +anx +br) €] 


7. x) = e‘.Ln(x) + — = (2#Ln ) e* 


PET MER = (DE (ane 2) + (an — ble 
EL = (1) Ex + Cane —2)x + (bn — an)]e 
(e°+e”) De la forme 
EX F0 00) = CI Dé + an x + bul €" 
fQ) = (ax + bx + 0). e avec r ani = du. —2 Et r bi = ba an 
A(0,1) € (69 = f(0)=1 tant b,=-I 

On a aussi f'(1) = 0 et (0) = -6 3) (a. } est une suite arithmétique de raison 

Or : fu) = (2ax + D) € (ar +br+c). €” r=-2 mer 4 +(n-1l} 

f@=EL-ar +(2a-b)x+#b—<)].e ” Es: ee poses 

f(0)= 1 c= 1 sÿn=ÿn. - Sa. 


f(h)=0 & <a-c=0 D 

| = -6 —CÇ=— 

JO) REA FATRLE 
æ c=1; a=let b=-S5 | 


3 b, she +2. 
Donc : f(x) = -5x+1). € #4 = (ai + du) 


— À 


sb, =b, - 21 2 2 )| 
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FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 










=sb,=-1+(n-1)(n-2) 
D'où 
4) 4100 — — 198 et D00 = 970] 
Donc f (x) = (7 — 198 x + 9701)e 
EX9 
1) fG) = €" 


F(x) = : e?* 


















-Ln [Ce**+ 1)(e7*+1)] 


F(x) => Ln (e**+e #42) 











Jf(x) =xe* 
FO = 2e 
EXIO 
1) a) [a+e).ax = [xte] = € 






2) f(x) =xe"** 


=. L L+ x 2 
F(x) = 


3)f (x) =—e*: 


cos” x 


F(x) = € tañ x 


] 


LS 
4 2 ET ll _.Æ1 
b) [re à |; | — 


0 















c) (à = [una+e)l 











4) f(x) =sin(2x)e* * 
) f(x) ( ) | = Ln( 
= 2sinx .COSx € de : 
1, 2 2 e 
POST d) He 3 jé 





5) f (x) —— “ÉE 


F(x) =-e "1 
me 1 ch 
6)f(x) = de =e 
Hosde "07 







7) f (x) = 
F(x) =-Ln (1+e?*) 


è 2 
e"-—1 e” I 


lte” lie”  1+2 









e +1 : e+]l 


2 
Lt © - 
8) [ed = e | = e—-Ve 














8)f (x) = 








1+e* ee *+] 













2 ms 
2) a)I= [ 2xe “dx 
vix)= 27 —+ vx) =2 
u'(x}=e * — u(x)=-e 


27 


Fo) => Ln (1+e**) + 2 Ln (14e ) 


x 
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2 ] SRE 


u'(x) =x €. 
v(x) x —v{(x)=2x 


2 | 
2 


+ [ xe”* x 


c)1= [ent + e”).dx 


1+e 


x 


{ v(x)=Ln(l+e) — v'(x)= es 


u'(x)=€ * —u(x)=-€e 


1= Le “ina+e)L""4 


Ln2 | 
| Dee 


=Ln2-2Ln(i+e “+ 


+ 


Un? € 
| ne 
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= 1929 Ln= + 


in 2 


LLn+e")L 


Ï = Sin2 — 3Ln3 


d)I= [xt x 
u'(x)=€" —+ Uu(x)= e 
{ v(x) = x — vx) =2x 
I = [r'e* £ { 2xe* dx 
I= —-e- [ 2xe* dx 
u'(x) =” 
{ v(x) = 2x 
I _e_-(f2xe"f-(2e" 4x) 
—e-(- 2e -Pe'F).N=2-e 


e)I= Fe” sin x) dx 


V{x) = sinx —+  V'(X) = cosx 
tn ee 


I = LanaÉ $ Fc” cos x) 4x 


— u(x)= €" 
— vx) =2 


+ U(X}=-6 


Laser Fe” Cos X).dx 


v(x) = cosx —+ V'(xX) =—sinx 
Le ze” 


X FT 


Se? + (| cos re" + 


TJ 


— u(X)=-6€e 
fe” sin x).dx ) 


E LE 
I=-e?+(1#1) => 21= 1-e ° 


FONCTION EXPONENTIELLE QC-M TOME 2 













EALI 
fœX)= 


EXLI 


1)t>0 
ro 
f 







2+e* 
1+e 
2(1+e*)-e* 
l+e” 





+12 _ GC) ,p 
! Fe 27 






D'où (t+2)22, pour t> 0 











1) f(x )= 






+ X 


2)* pourt=e? >0ona lie 









À 






€ 








20e 







l1+e* 

















on aura : €? + e2>92 Donc a= 2etb=-1 
F x I X x x Ù 
*e?te?>2+e? (e?+e ?)>2e? 2) HOTTE 2x-1nG+e")] 
Û 


X 4 






=2-In(l+e)+£Ln2 
2 
+! 


TE | >2e? = Ln (€ +1) > Ln 2e?) 












= 2 +En C 





— Ln(e‘+1)>Ln 2 +Ln(e?) 
— En (e‘+1)2> + Ln 2 












EX14 


Df=IR 









x 


fa)= x-2+e° 


EÀXl2 
D*x>0—e>1—k-1>0 (1) 
* On pose U(x)=xe-e" +1: 
xef0,+x! 
U'(x)=xe >0 
U est croissante sur [0, +00! 
x>0 — U(x)>U (0) 
= U(H20=æfke-e+120 (2) 
(1)+(2) 0<e-1<xe VrelR, 
2) x>0 
Pour t € [0,x].on a : 
O<e - 1<te 0<e - 1<tre 
Car e‘ < e* 
Donc : 


0 < [te'-Ddt < [red 


= o0<le'-r} sel] 


9 


















l 





Df&)=1-5e ? =1- 


= 
2e ° 



















fx)>0 e? > = > x>-2Ln2 







OS ce -1-x < —e 
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FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 


lim f(x) = lim (x - 2 + e 2 }= +00 
x + © X > +00 Lt 
0 


lim fx) = lim(2X-2+e") 
X— — © Ke re 


X 


on pose X = e 


X 
= Jim X(-2 -2 + )= +00 
X X 


X — +00 


2) a) £im f(x) (x-2)=£im e * =0 
X—2+ © X—+ © 
D'où la droite D d'équation : y = x-2 

est une asymptote à (£f) au voisinage de + 

00 
b}) lim PURE lim (1 Le + = 

de  _Ÿ ke E 
xe ? 
Branche infinie parabolique de direction 
(0; ) au voisinage de - 


NASO AXEL 
À x : 
A()= { (f (x) - (x-2))dx = = [ai] 


À 
AG) =2(1-€ *jua = lim A () =2 
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FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 


EXI15 3)jA>1,A:x =À 





x : À 
e  —e 
ler. Ao= 1f()dx 
JE x Le a J 
1) Df = IR : 5 _ 
1) Vx € Df ona (-x) € Df _ En(e 7 ) 
tee = Ln (e AE ) — ee 
LE a T 
Fr ete di À (À) = Ln(* o u.a 
Donc f est impaire 
ô EX16 | 
2)f (x)= 0 1) 4/ on pose u(x) = € x -];xeIR 


à 
(e‘+e *) 


u'(H=e - 1>0Sx>0 
Bol Th + — 


ef ee 


E 
nt 














0 
[im f(x) = u admet 0 comme minimum absolu en 0 
X— +00 0 — u(x)>0;VxelR 
LT > u(x)>0;:VxrelIR* 
= im «( ‘- )= | D € -x - 1>0— e>x+l 
X — + O0 + e2* b)xz0 ; 
4 (1)t=-x d'après a) e >r+1 
Lee > e “>l-x 
fim f(x) =-1 carfest impaire : 
X— —00 PT A 
b) f'(O) =1 | e >1-x— —>]-xcomme 1-x>0 
e 
+ | 
on aura : ee < 
MN es ns 2 =; l- x 
si 2)n€IN* , U,=(1+1y 
1 0e n 


Va=(1+ 2)" 
n 


rer mmnmnramnnsgses- mule mmwmemnmnmssbestr rer sus ms 
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( 
roi 
a/ * d'après 1) € "Er 


= oO | + =» > k>U](1) 


+ 1 €J0,1 [d'après (ii) 
n +1 
ali l 
e"*i € 








EX 17 : 


tn” Eee pis 




















> entl <l+ 1 
ñ 






e" — | 
n pee El 2 
















— (e”*! le ( l + lp 
n 


> k<vie) 








A+2t1+r")-(1* +21) 








(+2 U<e<V, "ME (+e) (1+1)° 
IN° +2 (r° +1)+t 
b Vi U=(1+ (142) = a+ 1 a+ 
























=[(QG+h-11ca+2y re si 
| ñ n 1+t {+t)° 
=[(1+—-)-1JU, t ; 
nl 
me ne 
1+1 {+1)° 





V, - U,=_1U, n€1IN* 
n auslbe-l't=-ph 














X 


€ 


U, <e — U, <3 = ly <? | fo e* 
nl nm = œS TRS EE: 
I+e' (lÎ+e') 


).dx 





€ e" 
2 di | —— dd 
= [ax L+e’ Ds 
I = [xh-cA+B) 
I=1-(Ln{ 5) + 


D'où V, - Des , pour n € IN* 
n 


c V, - U,<2? ,n€IN* 


n 
3<10 6 1210 © n > 3.10° 


n 
D'où U; 000 000 < € < V3 000 000 
(calculatrice) 


— 2,118254 < e <2,718255 
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d où fest prolongeable par continuité à gauche en 0 
3) a/ 








V{(X)=x — v(x)=l 


€ 
U(x)=—— — u(x) = 




















(1+e°) _2(1+e*) Em 20 = 810) _ 
0 x-0 
l'a 
im 227€ DZ En(2) | 





10 TL 










| 
L a {{x 
n 3° ) 
















| = 
7 2(+e) 2 és 
soie + I er al n ( L e!'* Lna-e:) 
21+e) 4  J(l+e) ef) — 
si À nt 





l x 
Lnil-—6 
( S ) 












lim (xe | im - D Ox(-1)=0 


Xe 2 T0 


Donc g est dérivable à gauche en 0 et g,(0) 0 





D 2e ">-0ee"<2]/x<Ln(2) 


1 
SH xX>— ou x<0 



















j Ln(2) b/ g est dérivabie sur chacune des intervalles ]-.:0] 
SRE: FL UIR Hs 1 es nr es 
2) f{x) = Ln(2-e'”) A Egtle pourxP0 g (= Ste 
a/ Dei : +co[ IR. g (x)> 0 VWxe] — 0; 0] U]—— ; +ool 


Ln(2)] Ln{2) 






1 
*lim f(x)= lim Ln(2—e*) 
= lim Ln(2-e")= En(l) = 0 
* im f(x)= lim Ln(2-e*) 
1 I 


ue, à ml | 
En(2) Ln(2); 


= lim Ln(X) = —co 
X—0 













| HA n(2) 
*lim f(x) = lim Ln(2- €) 
4x0 x 






= Jim Ln(2-e*)= Ln(2) 





1 
“lim f(x) = lim Ln(2-e*) 





= lim Ln(2—e" )= Ln(l) = 0 
or lim f(x) = En(2) (finie) 
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EXI9 a>0, Ga=e * 


1 ) la fonction : x —+- ax” est dérivable sur IR d'où G, 


I et J appartient à la droite A: y = + 
€ 


E Ona x #0 et X] £ 0 
:X — est dérivable sur IR et Donc: E = a! | A(O, | 
| at Ve 
on a : G,'(x) = - 2ax € ,a>OetxelR fs 


” 15) Gi(m= 6€ 


Z 





2 
: 
G.(x) = € fonctions paires 


{im —ax = Lim —-axr =-0 
X —+ + a X —- 
Donc {im G,(x) = {im G,(x) =0 


X— + X —-@ 
1) G'(x)=- 2ax € ra” Et comme la fonction exp est croissante 
a at Donc G:(x) <G(x) <G1 (x) 
G'H=-2a(€  -2a € ) ; 
Se D'où : 6: au dessus de £; 
=-2a(1-2ax) € ? 


et 6, Au dessus de 6, 
Ona:1-2a=0  x= | 





I l 
G," s'annule en -— et en changeant de 
V2a V2a . 
OC tt 
V2a ‘ ‘Va V2a 
1 


G{ } ) sont deux points d'inflexion pour ((E &,) 
a po po 66 





signe d’où les pts I ( 





CAS à | 1 
cl, ) et (ZT) 
D Y=Y= + 
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l t-r1 


EX20 : 
— ——).(x + ——)e 
V3 43 


fx)= 3x Ile 
1) V x € Df=IR on a (-x) € Df=IiR 
He B(-x)° : Let 










= Bx° = ILe'r* = f(x 


D'où fest paire 






2 
=2,3 e°Â=f" (75) 





I 
* Jim 2/04) /( 


(3) r- 


S 
= lim RONA: 
CR 


dr oem tax" lle = 


X—2+ 00 












X—++ 00 





















2 _ 
= fim (3x°-l)ee” posons X =- x 
























X—+ 00 

2 
= {im (-3X -1).ee* ie dr ent 
K—+- 00 PU LT 








= tim—3eX e* -ee* _9 


l Î N 
l # * d’° 
— Î £ Ca Î d CA ) ou J 
X— — © 
3) f continue sur IR : produit de deux 


fonctions continues 


a | 
n'est pas dérnivable en — 
F ñ 





5) (Gr-De six e [-L 





B° ÿ! 







_ (Dr * si xe [-- AE 
P - 


2x 4) si x € F sl 





f(x) = 






2x Gr 4" si xe ]-1 # FL 


Tableau de variation sur IR. car f 
est paire : 
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6) y = 0 asymptote à Cf et (OT ) axe 
| de symétrie 





Eœœs 


EX2 


n E IN 


x 


1,=le".sinx.dx 


X 
_ Fe".cosxdx 


Æ « 
1) * = f.sinxdx = [-cos x.|? = | 
3 = f-cosx.dx= [sin x.P =] 
2) n € IN* 
* [, fe .SIn x. dx 


u(x)= €"—u(x)= ne 
v (x) = sin(x) — v(x) = - cos(x) 


79 


TOME 2 














I, Let on Fe ".cosxdx 

1,=1-n),, d'ou [+ nl,=1](1) 
X 

* J — Pe".cosxdx 

Soit 

u(x)= € 


v'(X)=COSx —» v(x) =sinr 


— FX —J 


— u'(x)=-n € 


Æ 


LL 2e sin xE +n 







(l) et (2) donne 


[,+ nJ, = I 
— ni, Se 








nl+n°J =n 
hd 


()+(2)=(1+n )J, =n+e 


1 | 





T 
"— 


À 





FONCTION EXPONENTIELLE 


Q-C-M 
















AI I-xe © 
) I, = f (n) avec POST 
ee 

fim Xe À? = fim-2Xx 
] x 
7 = 0 
X — +0 À — — © 











I 
Posons X = - x — 


2 





















D'où £im f(x) = 0 
X — +00 
_— fim Z = 0 
n— +0 
On al. + nJj, =1 RE ts 
1 #1 
— {im J, = 0 
h— +060 
EX22: nEIN 
ra ANS 
LE € .SINX 4x 
1) Soit 
u (x) = D. à u(x)=-n e 





V'(x)=sinx — v(x) = cosx 


n+Dx 


fx 
li Le cos x.|, 


DZ 
[” e".cos dx 


Dr 
Lx 
Posons : J, = r e” .cos dx 


x 


u(x)= 6 " u(x)=-ne 


vV' v COSX —» vx) = sinx 
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NX : ñ 
J, = Le sin x.[" “+nl=nl 
Car sin(kr)=0 VkEZ 


















D'où: I, 2 €" COS x. ne n° I, 
On a : 
cos (nx) = (-1})" et cos (n+1)x) 
=-(-1)° 
Donc : 
Lr x 
L=e vs ty +e .ey- NI, 
> [L=ch'e (+) 
n° +l 
RE il De rt 
2)|L|= À — 
) | n | È ( ñ 2 4 
—= {im|[,[=0.Donc £imlI, =0 
N— + 00 n—+ +00 









EX23 
ne IN*,mEe IN : 
Lam = ((-P" di 
I 


 Kn.0) = n+]1 















1) Soit u'((t) =t° = u ((t) = 2 


vtü={1-t}=v'(b=-mil-t} 
1 
Lam) = =ra-r| + 


Es [r (1-9) dr 
Hi 




















m 
— PR _ n4l Last m-1 
2) d'après 1) 
m 
> nm) = en Ln+1,m-1) 
m — 1 
Ln+i,m-1) _ n +2 Ln+2 m2) 






FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 


pour tout :0< k<m-I1 
m—k 
Ln+k+1.m-x —]) 


(x° +2x + 2)e' 


 niss DGSE (x+2y 


En multipliant terme à terme on aura Pour x € [0,1] 
mm-l(m-2..21 f ‘est croissante sur [0 , 1] 
Lam) usé (nH(r+2(r+3 {rt ns 0) O<x<1 => f'(0) < f'{x) <f'(1) 


ace 
— a SÉX ET 


RES Are > 0 


m! j 
Loum = Qt M} rem 


É €» 
n! 2 > FIST <3 
JT. 


(n+m)! Knim 0) 
ne, 
n+m+il 


Donc im) = ie e 
> fxIs< 4 

c) Soit @ (x) = f(x) — x 
p (x)=f (x) —-1<0 


Or Katm O0) — 


e 
car f'(x)|< 4°! 


w est strictement décroissante sur [0 , 1] 
o est continue sur [0 , 1] 


l e 
p(@).pD= CT -1)<0 


D'où 1l existe un unique réel @ 
tel que w (&) = 0, par suite 
l'équation f(x) = x admet ©@ 
comme unique solution dans [0 , 1] 
*k js 
ni .xC[0.1] 2) nee 
dé 0 < U, = — 
(x + De’ ; 2 SN 
(x) ENT cr. SUPPOSONS QUE : UT n > C 
f (x +2) montrons que O< U,<I 
En —effet 
O<U,<1fO)< OU) <f() 
Car f'est strictement croissante sur [0, | | 


1) f (x) = 
; <] (Vrai) 
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D'où | Us œ | < 


(Vrai) 
* Supposons que : 


| U,- a <= (D 












2 
2 










Conclusion :0< U,< 1, pour tout n € IN 


3) a) [f (v)dv [fo = f (x) f(@) 
b) xE [0,1] 


[fo - fo | =| [fé | 


*Pour x > ©: 


et montrons que 






| Dé a|<= (Sp 


4 
D'après b) 













[Ua a < + [us a] et 
Comme 


| f@- fo | < fé 
1 | U, -— a| < 


1 2e 
2 (à 


alors | Ü,,1 — à | < 







j° 
€ n+l 
1 

À 
; 


À e 
> | fG- f(a) | < JT dr 






Conclusion : | U,- a | = 


nelN 


e (pt 
> | f(x) - f(a) | <Y(x- 0) 170 


*Pour x < c: 


Lf@- f@ | =1 JF) | 














Or <e}-11[ = lim (£ =0 « 
4 ++ 2 (4 





par suite  limt/ =a 
EX 25 : 
1) lim (V3)' = +0 Car V3>1] 


l es > 1 x 
2) a = ? =, *2 


de 









| fa fo | < fe 












< [a <7(œ x 
D'où 


f(x) — f(@) | < Llx-alvxe (0. I] 


im | = lim (Rx 2) = 4e car 2>1 


It 2 







USE [0.1] = | f(U,) -f(o) | = U,-01 





he a[< + {U,-«| 





c) *pour n =0 





[Uo- à |=| --0| <— 
Cara€ [0,1] 
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OCR ONE 0) 
mf(J}— «cie 


+ 47 2) 












* lim f(x) = lim xin 2-—21n x = + 
x 0" xt 













* lim f(x)= lim LL 2-2 | SR 
1—+ +00 + x 





D. 2 
# f(——)=2-21n(—) <0 
ÿ In 2 In 2 


2 








a à 
2 












lim f(x)=+e car >> 






3) xe[24]- f(x) <0—2"<x 


xe ]0,2]U[4,+00 — x° <2' 


2 1 1 
6) lim(x*-x*)= lim sprl 







7) oeee- LE = (in x).e"*"* (Rue) 
X 


1 s3h2 
2 ee 









lim LE = 0 


Les x 










X 
M2 Jim € = 


1 
= 





1) im (À) = im (À) = 
Loc s re 5 


d'où lim f(x) =-1 


* lim 5 = lim (+) = +00 
rs | 1tæ| 5 


doù lim f{x)=+c 
2) fest dénivable sur IR et 


3\(3Y 4\f4" 
x)=inl- {1 +inl - || | <0 
de (5)() Qi 
Car [+ )<o et n(+)<0 
5 5 
fest siictement décroissante sur [R 


* 3° +4 =5" e(?) (À) -10S f(x)=0 


X=-rin2?, limxre 








d'où lim g{(x}=0xX0=0 





_ 1 + 2 
8) lim x'e*= lim (Le F = lim = Xe’ | —0 







2 4 
9) Jim (x'Inx-x‘Inx}x-0-0=0 


10) lim 2°<'= im 2 [1(€) |-- 
EX 26: 

xe |0,+0[ 

f(x) =In(2*)-In(x°) 

1) f(2)=In4-In4=0 
f(4)=inl6-In16-0 
2) f(x)=xin2-21nx 


























e fest continue et strictement décroissante 

sur IR .elle réalise donc une bijection de ÎR 

sur IR} |-1,400| 

0€ |-1;+4 d'où l'équation f(x}=0 admet une 

unique solution dans IR 

(Rq; 2 est la seule solution de l'équation :3° +4' =5") 










f(2/1n2) 
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EX 28 : |, 


= 
t=—<4" =— impossible 
4 4 











À 


| 4 Le 
Xl s 4E | 
fus 


















des d4 =48 x=1 
S ={1} 


b)f(x)= Le f(-9 = car f est impaire 


4° 1 
“pour x€ D, =/R° on mr D, 
I 
Fer NP M Le 
d'où f est impaire 
4.In4(4*"-1)-4"(2In4x4") 


(1) 


1) f(x) = 


















> -x=| Fe 


SH} 


heat els 





Uf{-x) = 








2) f (x)= 



















In4).4'.[ 4" -1-2%x42 3 L'On33, 
j'u= 8 5 F ah no nl 
In4).4'.(—-4* -1 
RE ( : 
(es -) 






f'(x)<0 ; Vxe [0,+ce| 


D |2'0+2Ÿr Lfasan) |” 
+2 = —|-(1+ 
fran É ] 


= [+2 ÿ se = [u+e" -? | 















4° 
3 d (x T2 =. 
) 2)FG) IS SAT LS 
= 4(4"-1)=15x4" & 4.(4“)-15x4" -4=0 
on pose t=4" 









l'équation devient : 4t® -151-4-0 
A = 289 > VA =17 






7) ja D'd= par a} Zar- ai 


= 
2 















<@ LR 


42 xw2 
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2 : 
1) HJ= [2' (cos? x+sin? x)dx = f2'ax 
Ô 0 


In 2 


V2" 1 


1+J= 
In 2 


2 
2) K= J 2" cox(2x)dx 


U'(x)=cos 2x = U(x) = >sin(2) 


V(x)=2" -V'(x)=2"In2 


1 2 4 
K = 2 sin(2x) _In2 [2 sin(2x)dx 
2 2 ; 


2'.sin(2x)dx 


U'(x)=sin 2x = U(x) = co 2x 


V{x)=2" = V'(x)=2"In2 
_=In2 De | Em =" M2 os 


HAE eue 


2 2 2 


"(] KL _=n2 1+V2 
# 2 2 


en ie) 


744 - 2) 


« K 


*[_J = f2'(cos ki nd [>: cos(2x)dx = K 
0 0 


A po 
4+(În 2) 
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EXERCICE 31 


aeQea>l 
1) fx) = x : D; = 10. cf 
x)=-ax"""i<0 


n 1 à 1 

J f({x)dx Fa d'où Sn <S+—— 
æ , “ 

monSite he d'oùS, est 


‘ a 
majorée par er 





c) (Sn) est croissante et majorée elle est donc 
convergente 
O<S,<—— d'où 0< lim $,<— 

1 n —+ +00 















— a-1 




















d)ona 
FF” f(x) dxsS,<1+ jf f(x) dx V neIN' 









1 
2) Ziki ss , = 
Kk<x<k+l = f(k+1)< f(x) < f(k) car fest 
décroissante 
= frk+ Dax SL fox [ET FR) dx 


x JFG) dx = xl [i- ni] 






















1 a 
= f{k+1)< LE*" fax < ft) et [°*" f(x) dx sr)" 
k n 1 , 

Ts < dre + et comme ona J, f(x) dx — d'où 
3)-a) ‘ 1 1-a L œ 

Î a PE 7. ES ee 
* x SK dx ail-R+1)TISSSi+ se 

Eigene SEE fx 

L sir, 1 

OP UE dim (n + 1) = lim =0x>1 


— Lh=s = = SJ F(x)dx n— 0 (n + 1)471 


— $, -+< ['f(x)ax 
—|$, <S+ ( f(x)dx 


k+1 1 
. 1 fG)dx< = 


= Liu ft Gode <Yin 


|" f()dx<S, (2) 


(1)+( — 


+1 
j' f(x) dx <S, <S,+ J' f(x)dx 
D) * Sn - Sn = ne 2 
d'où S, est croissante 
nt 1 f{x)dx 


[fax = [xt ef -—] 








e 1 , a 
D'où — < lims, Eh 


œ 2008 
7-3=2008<>a 5607 ctdans ce cas 


2 = 2007 
œ—1 










D'où ur a=°8 on aura : 
pe 2007 | 











2007<Lim S, <2008 
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FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 


















EXERCICE 32 Partie B 
n>0 













Partie À 

f{x)=1+x- ex 

1) : 

a) lim f(x)= lim (l +x-e2)=+0 


x 


lim f(x)= lim (1+x-e2) 
Tr X —+ - D 


D'An = (1) - fG)) dx 









—* —Xx 
An= ff" er dx=[-2e2)n*t 
—-"ñ -n+i 
An =2[e7 “A 2 ] ua 


2) An= 2e? —e.er]=262(1-4) 







2Y-eN Los 
lim, (1-2X e*)= lim X(G-2--)=- 0 






















I 


b) lim [f(x)-(x+1)]= lim -e2=0 
x — +0 x—+n 

d'où D :y=x4+ 1 est une asymptote à (C) au 

voisinage de (+ æ) 

c)f(xX)-(x+1)= -e7 <0 d'où (0) est au 

dessous de D 

2)-a)f(M)=1+5e7 >0 


— 1353 4 
€ { © Je ñ 
D'où (4,) est une suite geométrique de raison 
1 


An+1 =2e€ 







ve 
Jet 
3) Sn = 2x1 x = À 












— 


Sn : représente l'aire de la partie du plan limitée 
par la courbe (€) : la droite D ét les droites 
d'équations :x=letx=n+1 


4) lim SR = + 


x 
= lim =+1- 
X —1 — 0 X Je" 


Donc (C) admet une B.I Se de direction 
celle de (O, j) 
* f(0)=0 
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FONCTION EXPONENTIELIEE 


EXERCICE 33 
FU = vx. ex 


= i 1—2x 
RTS Et 


1 # 0 
EX. 
+00 
y = Ü est une asymptote à (C) au voisige de (+ x) 
2) a} la fction : x Vx est dérivable sur]O,+ œ[ 
la fonction : x-1- x est dérivable sur]O,+ [ 


— x 61% est dérivable surl0,+ x[ 


lim e. 
X — +2 


d'où la fonction est dérivable sur]O,+ æ&[ comme 
étant produit de deux fonctions dénvables 


e À 1 1x 
fG)= Re vx .e 











F'(x)= = e"*  Yxe J0.+ + 
æ 1-x* 
b) lim FU fO) _ te vx .e 
X— 0? x—0 x — D0* x 
i=7x 
x im, vx Fr. 


(€) admet une demie-tangente verticale au point 
d'abscisse O 





f{(L)=1 
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TOME 2 





5) f(x) = 1 f(x) -1=0 
Soit g{x) = f(x) - 1 

£g(x)= fx) 

g est Continue sur | 0] 

g(0) x 8G) = |- £ < 0 d'ou l'équation 


g(x) = 0 admet une solution a dans Jo 







1 
comme g est strictement croissante sur [0.:] 


alors a est unique 
* g est continue et stricternent décroissante sur ] 


+ co[ 
g(] + æD =) -1, fe. Il 


comme 0 €] 1. - 1 alors il existe un unique 








réel 8 €] =+ co[ tel que g(B) 

conclusion 

a et f sont les seules solutions de l'équation 

f(x) = 1 dans [0,+ «| 

* calculatrice =0,2<a<0,21 

EXERCICE 34 

Partie A 

g(x) = 2e* -x-2 

1) lim gx) = lim x22- 1-2) = +c 
X — + X— + *x * 











: lim g(x) ne. im (26° - x -2) = +o 
2)g'(x)=2e*.1] 
gx)20@ e*2 7e x2>-Ln2 








g est continue et strictemnt décte sur ]- 2,—Ln2] 
elle réalise donc une bijection de 

J-,-Ln2] sur [—1 + Ln2 ,+ oo! 

Comme 0 € [—1 + Ln2 + cl alors il existe un 
unique réel a e}- &,-Ln2] tel que g(a) = 0 
£(-1.6) x g(-1,5) <0 

— (-1,6) < à < (-1.5) 

sur [—1 + Ln2 ,+ oo] g(0) =0 

g est strictement croissante sur ]—Ln2,+ c[ d'où 
l'équation g(x) = 0 admet 0 comme unique 
solution dans ]—-Ln2,+ co| 

Conclusion l'équation gx) = 0 admet 0 et a 
comme uniques solutions dans IR 












FONCTION EXPONENTIELLE 





| | Partie B B 
f(x) = eX-(x+1)e* 
1) * lim, f@) = lim e"(e"-x-1) 


e* 1 
= dim xe*(—-1--)=+0 
TXT +9 x x 


+ Jim f(x)= lim e-xe*-e*=0 
x — -00 


T— 0 
2) f(x) = 28% -[e* +(x+1)e*] 
f'{x) = 2e -xe* -2e7 
f'{x)= e*[2e*-x-2] 
160 e" gtx) 
‘ou 


(a) = et -(a+l)e 


f(a) = EE) - (æ + nee 


f(a = (a? 2 
* soit Has eee 


4 

h'=-2 (+ l)>0 

Vref-1,6;-1,5] 

h est croissante sur [-1,6 ; -1,5] 
(-16)<a<(-1,5) 

= h(- 1,6) £ h(a) <h(- 1,5) 








QC-M TOME 2 


S)* im ——= Jim —-(x+1)— 
X—+o X X— +0 
a en ES Ge à 
= lim a L x-l) 
e* 
= Jim —(-—-1--)=+0 


Donc (€) admet une B.I parabolique de direction 
celle de (O, j) 





a = -1,5 
fa) = 0,17 
6)m<0 
pe = e* —u(x) = e* 
vx) = x —v'(x)=1 


fe xe* dx =[xe*]f, fe e* dx 
=-me"-{fe*]} =(1-mer-1 


b) fe f(x) dx = fe (e2* — xe* — e*)dx 
LU 5 Û û 
= fe*dr-f,xe*dx- [, e*dx 


1 
= Ee*]n -(1-mer+1- [ex] 
i 
=5-ce2m.(l-mer+]-14+e" 
1 1 2m m 
m--— + 
> -5e me 


0 
c) lim J,, f(x) dx =: 
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EXERCICE 35 


Partie A 
ox) =(xÈ+x+ lle *- 1 
ae 
D Jim, px) 
= lim (xt+x+ le *-l=+x 
X —1 —0 
* lim gx) 
x — +00 
= lim (x'e *+re 4e x _]) 
X — +o 









On pose : X=-x 
lim (Ae* + Xe* +e*_|)=-] 

















RENE 
FO - 8G9 | = 9 + D - 


É 


3)F(x)=-(2x+3)e"* 
F'(x)=-[2e-*-(2x+3)e x] 
F'{x})=-[-(2x+1)e*] 

F'(x) = f(x) 

b} A(x) = f(x) - gtx) = f (0) - 
H(x) = F(x) - Ln(x? + x + 1)+k:kEIR 
H(0)=0 —= F0)+k=0 

— -3+k=0 = k=3 

D'où 

H(x) =3-(2x + 3)e*-Ln(x? + x + 1) 


EX36 
f(x) =e “Ln(i+e*) 
Partie À 


1) g (1 = rer _ Ln(1+t}, 1 €[O, + cl 


2) (x) = (2x + De TX - (x? +x+ lex 
p(x)=(- x? +x)e"* 


















3) dans |- «0, 1[ & admet O comme minimum local 
= (x) 2 pi0)=0: Vxrel}-x; Ill 

= (x) >0;: Vrel]-x:; 1[\{0} 

d'où l'équation g(x) = 0 admet 0 comme unique 
solution dans ]-x; 1| 

* dans [1 , + «[ @ est continue et strictement 
décroissante — @ réalise une bijection de 


[1 , + cof sur }-l = ] 













Comme 0 € ]-1, = -1 ] d'où il existe un unique 
réelael[l ,+:[ tel que g@(æ) =0 

conclusion 

a et O sont les seules solutions de l'équation 
@ix) = 0 dans [1,+ 

* à la calculatrice à =... 

4) 










g (1) 


1 
CG+D? +1 






Partie B 
f(x) = (Zx+ De”* 

2x +1 
RUES. 
1) f(0)= letg(0)= 1 
d'où A(Q1)e(C)n (€,) 


£ 1 
2) a) FX) -8Gx) = ELA 


— 1 
(D = —— < 
g'(t) G+ D <0 ,VrE[0,+o! 









b) x? + x + 1>0:VxelR 





g(r) <0 ,VrE[0,+f 
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1+X 




















2j a) la fonction x — € “est dérivablesurIR = fimXlin( - )] 
La fonction x — 1+É est dérivable et X _, + 
La x 1+ X 1 
strictement positive sur ÎR donc x — In(l+€)  |= im X {in ( Fe )1 = £im X [In ol 
est dérivable sur IR et Éd X = 
par suite f est dérivable 
sur IR ( produit de deux fonctions dérivables ) On pose t = x 





J 





fu =- € *La(i+e”)+ € {imf(x) = lim 


n+r) _, 
Î 


l1+e* 






ae : e 
f') = e7“[En(i+e rer ] 





bhona:f'à) =e “g(e') 

pour L= e*|e [0, + w [,on a g (r) <0 
donc f'(x) <0 d'où f est strictement 
décroissante sur IR 

3)a) f(x) = €‘Ln(i+e‘)=e"Ln( 







e‘(l+e ) 
= €" [Lne +In(i+e”)] 
= [x+In(1+€")] 


=xé" + € In(l+e") 






rm r meme mmwmue + eus mm bmmwe mme mme mmmmék nm mme mme me ph ms de 







b) Cimf(x) = Lim = + ‘In (1+€*)=0 
€ 






vi > Le Partie B 
à M s . : U, = 0,5 
C)) €imf(x) = limxe"+e"In(l+e”) U,i= f(U,) .nE€IN 
X _,—® X =, —® la) f)=x< f(x) -x=0 





On pose @ (x) = f (x) - x 
p'(x)=f' (x) -1<0 car f'(x) <0 

p est continue est strictement 

décroissante sur IR 

— @ réalise une bijection de IR sur IR 
comme 0 € w (IR) alors il existe un 
unique 
réel & tel que p(a) = 0 
@ (0,5). p (0,6) < 0 — 0,5 < à < 0,6 


on pose X= €” donc x =-LnX 
Cimf(x) = {im[- xXLnX + XIn (1+X)] 
on X _, + 


= {imxX[- LnX +1n (1+X)] 


X _, -00 
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b) 0,5 < x <0,6 > f (0,6) <f(x) <f(0.5) 
Car f est décroissante 
Calculatrice... = 0,5 <f(x) < 0.6 
f(x) 2 0 d'après 2°) a) 
f'()2> — 0,25 (à vérifier) 
— — 0,25 <f'(x) <0 < 0,25 
= | f'(x) | <0,25 
2) On a f'est continue sur [0,5: 0,6] 
f est dérivable sur ]0,5; 0,6 
et | f'(x) | <0,25 VxE ]J0.5:061 
à et U, € [0,5; 0,6] 
( Remarque : pour U, € [0,5: 0.6] par 
récurrence) 
donc d'après le théorème des 
inégalités des accroissements finis : 
[ FCU) Co) |< (0,25 ) | U, - «| 
> [Uu- a] < (0,25) [U,-a| 
*pour n = 0 
Ona:| U-a|=|0,5-a| <0,1 
Car 0,5 < a <0,6 
+ | Us a] <(0,25 Ÿ. 0,1 (Vrai) 
* supposons que : [U,-@ | < (0.25 }". 0,1 
et montrons que | U,,, -a|< (0,25 }"*!. 0,1 
en effet : | Ur —-a]<(0,25).[U, - à | 
# | Us-0|< (0,25) .(0.25ÿ.0,1 
Car | U,- &| <(0,25 }.0,1 
Donc | U,u- &| < (0,25! .0,1 
Conclusion : |U,-œ{<(0.25)".0,1:neIN 
b) Cimç(0,25) ”, O,1 = 0 d'où £imU,- &= 0 
nn — +0 n + 
et par suite fimU, = @ 
D — +2 
c) (0,25)". 0,1 <5:10°* 
 (0,25)".<5:10 * 
< Ln(0,25)"< Ln( 5x107?) 
(En croissante ) 
n.Ln(0,25) < La( 5x10°*) 
(Lna° = nLna) 
> En(5.107) 
Ln(0,25) 
— nN 23,83... Donc n=4 


Partie c 


Df @)+f (x)= 


—+ 












—Æ 





















l+e * 
2) f (x) = re _f' (x) 


D'où F(x) =-Ln(i+e ")- f (x) 


F(x)=-Ln(l+e “)-e "Ln(ire*) 
‘est une primitive de f sur IR 


EX37 


Partie À 


























rl x 


fn We (2 Te ne IN 
k=0 À: 











n A 
x 

1) la fonction x — > Fri est dérivable sur IR 
k=0 À: 

En particulier sur [0, +  [ comme 

étant fonction polynôme 

La fonction €'est dérivable sur [0, + [ 

D'où f, est dérivable sur [0, +! 


nl 1 £ Je mn À 
fn ° 0 = (2) * ŒS 




































à — I « 
lim x*e — 
A+ + 

















d'où £imf, (x)=0 


X —+ +00 





= ( Ln(0,25) <o) 
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chfn (= Le *<Q, VxE [0, + ol 
n! 





O<x <1 = 0<x <1 
6 


2) a) 
—1<-x <0— 0<Ee 


D'où : 0< x'e “ <i 


— ER suter < 
n! n! 


£ fn GX) <0 
b) On a: f est continue sur [0,1] 
fest Ar sur]0 , If 
et — = < fn (M)<0,VxE JO, Il 
Donc d'après le théorème des 
inégalités des accroissements finis : 


: 2x Sfn a (0)< 0, Vx JO, 1 


D'où -— <h &- 1<0 
p pour x 0. 1] on a: 

= <K@-1S0 

Pour x= 

y (= LE=0 


> 1-— <f,() <1 
: 


or im 1 + =] + Gimf, ()=1 


= | 
— lim (2e 
A++ k=0 à 


—| n 
=] lim 
+10 k=0 


Partie B 
U,=(-2) 
nr 





Q-C-M TOME 2 


n >2 


, dn _ Ln(U,) 


l)a,=Ln{t-!}jJ=nLn(i-À) 
n n 


En(l- L 
n 


La(- 2) 
= n 


: 
ni 


I 
2) an = £ (- — avec go) = 2 


lim (+) =0et limg (D =-1 
A+ re n x—+0 
— lim 4,=-i 


3) a,=Ln(U,) = U,=€" 


im Us Jim €" = 
EX3S 
f(x) _ 3e — 
e + 
Partie À 
2)a) * pour x eDf=IRona(-x) e Df 
: SL 1 x 
f@x) +f ( x) EG e* d 1 . e"+l 
3e° — 1 & 3-e _ Xe +1) 
+1 te ee +1 
D'où f(-x)=2-f(x) 
Et par suite A( 1 , 0 ) est un centre de 
symétrie pour (6) 
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3e" — 
b} ln fG)=lim = ir Partie B 1=[2 3] 
l)a) f(x) =xe f(x)-x=0 


sfa)-(x +1)=-lSg(x)=-1 






+ lim f (x) = lim et = 








e‘ +1 
| l b)g'(x)<0:;limg=-x et: lim g = +0 
e“G-—) Ge) +00 — © 
€ : hi ; ‘ 
bn ——_—_  =lim —— 5 =3| gest continue est strictement 
décroissante sur IR donc g réalise 





e'(|l Fe) 
e 






une bijection de IR sur IR 
Comme -1 € g(IR) alors il existe un unique 


réel at tel que g (ot) = - 






Interprétation graphique : 
Les droites d'équations respectives y =-— 1 
et y =3 Sont des asymptotes à (£) 







| 4e* g(o)=-1e f(x) = 
c) f ‘@) = (e* +1) > 0 D'ou à est l'unique solution de l'équation 






f(x)=x dans IR 

et par suite EN D = [B(a.0) | 
(8(2)+1) &(G)+1) <0 
— 20e 





Donc f est strictement croissante sur [IR 

2) af (0) =1, f (0) =1 
D'où A: y=x+l 

b) gx) = f(x) — (x +1) 










ï cpl | 
g@)= f'x)- 1= —— re ARS PRE ESA MERE 
\e th Comme on a : @e lon aura : 
n'AE Ste HI) h I 
PR [F@- f(o | <>.fx- af: Vret 
—(e"-26"+1)  e-1,, 3) [ U=3 
(e* +1)° Ta Us f(U) . ne IN 






U,eÏl (donnée) 
a) d'après 2) 


FU) - f(o) | < +] U,- à 
> [Uu-al<-.|u- «| 
Montrons par récurrence que : 
ua |<(5).13- a 
*pour n=Û 
| Uo- a[=|[3- a|<[{1) | 3- «| 


Donc là propriété est vraie pour n=0 





c) g est strictement décroissante sur IR et g(0)—0 
es 
Position 
relative 



























À au dessus 
de Ë 






És au dessus 


de À 











* Supposons que [U, -a|< Re 










et Montrons que : [U,.-al< 1% a| 





ST 





FONCTION EXPONENTIELLE QLC-M TOME 2 









Comme 0 € R alors il existe un nombre réel 

a € JO, +=] tel que g(@) = 0. | 
5) g(1,23) x g(1.24) < 0 
calculatrice 

> a € ]1,23 ; 1,241 






Ona:|U,.-al<12{u,-al 
















Or [U,-œl< _. 


d'ou ui-als —.|3-«| 





Conclusion : 









[U,-al< — 5-0 VaeEIN 







= 0 = f(0) 





1) lim f(x) = lim — 
1H) 2-0 ge —-Inx 






b) > l3-als10? 












On a |3-aœl<1 d'ou f est continue à droite en (0. 





Car: 2<a<3 2) lim f(x) — f (0) ee l _ 
sw <=0 0e —-Inx 













] 
_e <10* = 2° >1000 

















d'ou f est dénivable à droite en 0 et f(0) = 0. 








< nLn2 > Ln(1000) & nz> 
Calculatrice ...=—n210...—=p=10........ 


EX39 
Partie A 
gix) =e"- Ln(x) — x.e"+ 1 pour x € ]0,+xl 
lim g{x) = +x 
x— 0" 
(ef —>1 ; xe —> 0 : Ln(x)}— - x) 
2} lim g{x) = 






| 
3) him Ax)= lim —  ={ 
nee rt ce Lnx 


—_——_— 































La droite d'équation y = 0 est une asymptote 
à (C) au voisin de (+x). 

(e" — Lax) -x(e — 1/x)} 
4)f'{x)= 














(e*-Lnx) 
g(x) 
lim xe' (+) ie) —1|+1=—0 F'ix)= 
ne X \e x (e*-Lnx) 






0 
. g'{x) = €" —1/x — (e°+ xe”) 





Î' et g sont de même signe, 









4) gest continue et strictement décroissante 
sur ]0, +{. Elle réalise donc une bijection 
de }0, +x1[ sur K. 
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—%#$- Lau - ae +1 =0 
—$-Lna=ce-]l 

d'ou 
f(œ) = 


S) g&)=0 











Partie C 
x € ]0,+al 






l) h(x)= 





e" - 1/x 






-( e” + Lx") 0 
ne 
(e°—1/x) 





h'(x) = 









h est strictement décroissante sur ]0,+x!. 
2) f(a@)=h(a) 
1,23<o< ],24 ri, 24) <h(oœ) <h (1,23) 
(Car h est strictement décroissante) 
— 0,377 <f(@) <0,383 Donc 0,38 est une 
Valeur approchée de f(o) à 10” 
3)a=1,23; f(x) = 0.38. 
* F “e(0) = 0 
(C) admet demi tangente horizontale au point 
d'abscisse 0. 
*f‘(æœ)=0 













Partie A 

I Ir $2 
X)=— Xx+( — je” 
AN == ( ; ) 


1) a) *lim fx) = lim 4(x+e7- xe® )=- 00 
X > X -0? 
“lim fix} = lim A(x+e7-xe ) 






b) lim (A) - 2x) = lim (ét e0 





] 
À: y= 2 x est uné asymptote à (C) au voisin de (- 






). 
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TOME 2 


2 
CE 


Position.Relatve 


c) fo - 2 x= ( Le Le 
] 
+ | 


(C)/A 


LE] 


ER a) Ho. | 


A/(C) 


| 







(1, 1/2) 
2) fest dérivable sur IR comme étant produit et 
somme des fonctions dérivables. 
f'RO=R+t4[-e" +2(1-x)e"] 
f'O)= 12 [1+(41-2x) e*] 
3) U(x) = 1+(1-2x) e* 
a) U'{x) = -2e°* + 2(1-2x) e” 
U'(x)=-4xe" 
U'(x) < 0, pourx€ IR’, 
U’(x)>0, pour x € IR’ 
U est strictement décroissante surIR , 
U est strictement croissante sur IR _ 
b) U est continue sur [0,1] 
U est strictement décroissante sur [0,1] 
U(0) x U{1) = 2.(1-e°) < 0 
d'ou l'équation U(x} = O0 admet une solution unique 
o dans [0,1] | 
c) Calculatrice = 
U(0,63)=0,0831  : U(0,64)= - 0,007 
Donc une valeur approchée décimale de & par excès! 
A 10° près est 0,64. 


d) lim U(x)=1 ; lim U(x)= - 





FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 






Partie B 

























(C'):y=e" A':y=x f(x 
1) g(x)=e" g'(x)=e" 
(Cg)=(€C") Le 
T:y=e(x-t}+e 0 S à 


Pourx=0—> y=(1-tje 
d'ou Nt(0,(1-t)e') 
2) Pt) Mtt.,e 
a) M2(-2,e°) 
P:(-2,-2) 
N (0 , 3e?) 
O (0,0) 


G:0 + GaM + Gb: +GN: =0 


<s NE ss 


2) (y=0 mal définie à éliminé ) 
A= | Gto- 2 dx 

2 
il 


L— x 
À = a = dx 


{"° = 2 —> U(x)= =: e 
V(x) = — — V'(n=- 


e 






O+e*-2+3.e* 
VG-2= ns 
4 


b) 


1 ,1ri 
+YL + + A=-—+—|— 
20 7 ?Mr Pr ON 
Ya = 22 + Ju + Ya : TE 
à : =-1,1 (e_-l) 
t+e +(1-t)e _1+(2-tje FR re 5 
PR dr 7 | 
EE pe = U.a 
—ÎJe 
G=(L, ———)=6ûG(2,f1)) | | 
2 270 A = 4(2_=5 jcem’ = © 5 cm 
8 2 


L'ensernble des points G, lorsque t varie dans IR 
est la courbe (C) de f. 


Partie C 
1) 


A:y= . x asymptote à (C) au voisin (-x) 


lim =—— fu) _ = lim (52) = — 


Frs x 1 + 2 2x 


ui MURS e * six>0 


f (0) = 0 
1) a) pour x€ J0,+x{[ on a: 
: | 


Are : 
B.L.parabolique de direction celle de (O ,Ÿ )au JR=E  +—-Q+1) € 


voisinage (+ x) 
L | 


f'æ) CP He = | e *Q(x) 
avec Q(x) = Éretl 
X 
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b) (im(I+t)e ‘= £€im (te '+e ')=0 







t ++» t + 
ie Po 
= [im rot a" 
Î DS 


+ 00 











Lin f(x) - f(0) 1 (1+ x)e : 
x-0 x 
x 0 — x 0 
es 
= £im(i+ L )€ Rs 
L x 

x > 

= [im (1+5e ‘=0 

t + 






d'ou f est dérivable à droite en 0 et f (0) = 0. 
c) pour x € ]0,+2[{ on a : 
1 


— 


e + 







x +x+] 


LD =) > 0 
X 





d'où fest strictement croissante sur ]0,+ cof 
] 


F=+00 





d) lim f(@)= lim (x+ 1) € 
(de la forme : (+00): (1)) 

e) f est continue et strictement 
décroissante sur [ 0,+ «æ[{.donc elle 
réalise une bijection de 
[ 0,+ cf sur f([ 0,+ of ) = [ 0,+ oo 
Comme 2 € [0, + «[ alors il existe un 
unique réel & ds [ 0,+ so tel que f (œ) = 
2 











3 À 
FUSD= TE. 3711 
2 € I donc & € [2,3] 





98 


TOME 2 


2) p(Ü=1-(I+t)e"! 
a)p'(t)= te "  (enoncé à rectifier ds 
-S) 


b) montrons que: O<çit) < 5 pour 


tœ>0 
pouru€{[0,t]ona 
O< p'(u) =ue “ <u 


D'où O0< [ o (u) du < [ u.du 
Ô 0 
> O0<[pu k<I L L 


>  O<o(t) - 


3) pour x > 0 


x—f (x) =x-(x+1) e * 

di." 
=xX[1-(1+-) € °]=x.p(-) 
X À 


d'après 2) b) et pour t 


X 
O<op(l) < 1 
x 2x" 
] 


>  Osx.p (L) < 
x 2x 


—> O<x-f(x) < ce 
2x 


" Me = 0 
1e y 


d'où * lim x—-f(x) =0 


ce qui prouve que la droite D d'équation : y 
= x est une asymptote à (Ë) au voisinage de 
+ 00 
et comme x f(x) >0 pour tout x >0 
donc (£) au dessus de D 


FONCTION EXPONENTIELLE 


4) T, :la tgte à (C) au poit d'abscisse 


cl 
_1 
x° ur x 


On a F(x)=(—— ) € 
f(/a)=(1 RP 


donc 


Ta: y=(l+a+a?}e*.(x-1/a}+(1+1/a).e"° 


Donc T, : PE 


Pour y=0 —=x= 
5) 





l+a+a 





kx+1 


fu = e* xE€ ]0,+00[ etk 


<0 
Kx+l x 
1 = ———— € 
RES TS 


= + 


*pour k=0 lim f,(x)= lim — = + 
I—++ xt y 





*pour k#0 k<0 
kx+i 
lim fi(x) = lim e 
Kkx+l 


2) fé (= + et + 


X 


kx° +atl,, 


fx (x) = 


x° 
fri@=0 > kx+xr-1=0 
pourk #0; A=1+4k 


= — © 






e SikEH- - , O[ l'équation f 
L'(x) = 0 admet deux solutions 
Seti 

4 


L'équation f ,' (x) = 0 admet une 
seule solution 


PR 
4 


3) (6 f1) = (6) 
Gf1) = (63) 


(Ë fo) = (8) 
4) À (a) = [God 









aucune solutions 








a) À (a) représente l'aire de la partie du plan 
limitée par (6 fo) : l'axe des abscisses et les 
droites d'équations respective x = a et x=a+l 


a+ 


b) À (a) = J f(x) dx — f(x) dx 











A'(a)= ftatl)- fta)= € 
al a 

e I a (e— la-1 

VS EE e————— + 
218) er a a(a+l) 





: 1 
A est décroissante sur ]Ü, Se ] 
ee — 





] 
A est croissante sur Eee + [ 
Ê — 


C) A(a) est minimale pour a = — 
e — 





FONCTION EXPONENTIELLE Q<C-M TOME 2 






EX43 3) f Vo=2 


Partie A 
1) Soit h(x) = x +Inx ;x€ ]0,+ 0 


h'H=14+1 >0 sur |0,+«l 
X 





Vous p (V,) .n€IN 
a) *pourn=0 






h est continue et strictement croissante sur 







[ 0,+ oc [.donc elle réalise une bijection de é du € 
10,+ c[{ sur h(] 0,+ of ) =IR HER A+ Dr see 
Comme OEIR alors il existe un unique réel montrons que : 3 < V,,<2 
a de ]0,+ oo tel que h(œ) = 0 2 
Par suite l'équation (E) admet & comme L , 
p (x)=- Le * <0 donc o décroissante 


1 


unique solution dans ]0,+ « | : 





] : ] 2 
Onah(-);:h(- _ 
na C) R()<0 A se 






sur l'intervalle (. 2 | 


* |— 


3 
3 < VS 2 9 (2)< p(Vi) <() 





2) p(t=E 





2 
3 


e ? < Vu <e 






a)p(H=xe E=xr es L enx 
X 


> 
3 
> À _Inx-08 Lois = 7 < Vo <2 
À À À 





Conclusion : S< Va<2, pour tout nEIN 





bp) = x & h(13=20 #8 l 20 
X X 
b) On a y est dérivable sur [ à ,2 


». 
3 


4 ] 3 
et | g'@ | <= amet 


] 
donc d'après le théorème des inégalités des 


accroissements finis : 
2 


[otv-p(l)l<tes|v,- 1] 
œ 9 œ 
1 
[Vu L |<ée|v,- 1) 
œ 9 œ 
c) Montrons par récurrence que : 
2 
] 4 3 1 
V,-—|lefce "122 
[v- Lisdex|2- 1] 
4 : 4 ; 
5° €]-1,1[ Donc tim Gers0 


Et par suite im V, = É 
œ 
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Partie B Partie C 


Inx, 
fix) = a sir>0etx#a n'EIN*.U,= [ES dr 
x+inx x 

I 


£ __gl PS 11 2e 
f0) =0 1) U,= f'Linxdr=| in.0 | = ; (2) 


D* lim f(x) =lim =0 = i 
di ee +inx 2) U>= [= nx) ax= 
d'ou f est continue à droite en 0. x° 
— f(0 l 
x im <= 70) = |i 0 te >  y{x)=—— 
0 x—0 x x 
d'ou f est dérivable à droite en O et fA(0) = 2 
(x) = (Ln(x)} —+  v{x)= —Inx 
x 
f'œ G+n9 (+2) 28 
2 X= © — 2 
) Cu U, = - mai x) | + [ à (In x).dx 
Inx-1 


à l ; 2 ? 
(x+in x) 3 (Ln2) + [ 7 x).dx 


; ; 
un fQ) 5 lim x 3 U(X) = _ ———+> y{x) = —— 
X 


& 1 
— ————————+ + = , 
10° is o 


a 
lim lim = — = —00 
JS x + ne 0 


I 2 | 2 
ET D (Ln2}° + | 2in «| DS [dr 


,= l-In2 2 (La 


Inx Inx , MR 
HStis=l-—+(—) +5. HU) 
x x x 


Somme des ( n + 1 } termes d'une suite géométrique de 
In x 
raison (— —— }) 
X 
. j Ce) 
x D 4 
ie In x x+inx 
x 


Fer) 


4) I =1-U, +U -….+(- JU, 
1= [Fax 


a) Ss(x) =r/ (pes : co 


Sax) = 
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FONCTION EXPONENTIELLE 


> AXI-SAX) = (- D RCE) 


[food fs, (x).dx 


= f- 1)"*' f(x M) "+ dx 


Inx , 


[fax - fi TE 
] 


+(- Lynx =) Jar = 


In x #1 dx 


fe nn x 


[FGdx - au, +u -……. 


In x 


HU, = [EN O0 de 


= [I = és dis 
X 
bide es 5 
X 


nt 


k' (x) = 


Partie D 


Fe 


Le 


k ue comme maximum absolu sur 
e 
]0,+co[ 
] 
—  K(x) <= ,pourtoutx € ]0,+c[ 
e 


— M £ 1, pour tout x € ]0,+co[ 
[1-1, =] fen""'r GPS) )"'dr | 
| [ FPE)" ar | < 


[IF de 
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QC-M 





TOME 2 


sd 





—< fG)S1I—=Ifx)|<I 


D'où [|fGjdr < ax 1 


] 


et par suite . | I-I, | < — 
€ 


] 


C) lim ent =0 = lim 1, -1=0=fiml,=1] 


£< I-LS< 


d'où Le I (1 
€ 
d'après 4°) à) : 
IL = f-f Da <0 


car FU) ÿ Léubbss à ] 


d'où 1 <E (2 


I 
(D +02) > EE ] < L 
e 


F(x) = [ | f(t).dt 


1) la fonction u: x — €” est dérivable sur IR, 


ELU(IR,)=[1 ,+&[ et 1€ [1,+x1[ 
comme fest continue sur [1 ,+x&[ 
alors F est dérivable sur IR, 


etona F'(x) = u'(x).f(u(x)) = 
ce) FO=e 


9 
e* wm"" 


x+e’ 


e'f( 





xX+e 


2) f admet _ comme minimum absolu 
e 


sur[ 1 ,+00[ 
e | 
— f(t) > = 2 51€, +00 | 
3) fO2>= VtE [1,+ol 


et e">IvxECIR. 


FONCTION EXPONENTIELLE Q-C-M TOME 2 






2 € ri 
> lis fo" 





x 
D'où [ fdr>[ >dt vxelR, 
Din SC frcoldr 


Ona:1<x<2 donc 


fU)<fa)<f({) (fest décrte sur [ 1,2] 











‘] LE 
F2 [ 2 = 5 v xelR, 


— F(x) > = (e* _]) vxEIR 






Or. im-{e —1) = — lim Ax)=+e 


+ FQ) > pes pour x > I 
x 2 x 















>0 vreEIR, 


x 


x te 


F(0) = [f (t).dt =0 
m 2% 





li =+w: Branche infinie 
It X 


parabolique de direction(O.j) 
F(0)=1 = y= x tangente en O 








L'allure de la courbe de F 
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QCM : 

IN s2x 

2) parallèle à: y=2x 
3) Fest positive 
4)y"+y=0 

Vrai ou faut : 

1) faut 

En effet : f(x) = 2* 

1 (1)= 2" In 

f(x) - Ln2 - f(x) #0 







2)-a) y'= y etf(-l)=e 


La solution est : f(x) = e.e 2(*+10)2 2 





b) y'=--y et y(Ln8)= 1 
la solution est : 





1 
2) faut f(x) = 1.6. anse 2e ++ 
f(x) = e”?* est une solution de l'équation c) y’=2y et f(0)1 
ÿy=-2x la solution est : 






f'(x)=-2e * <0O-YxEIR 
f est décroissante sur IR 

3) vrai 

Fest solution de y” = 3 y 


f(x) = ex 
EXERCICE 2 : 







forte VASE 
’ = : pu . 
= f(x)=3.f(x):VxEIR f(x + 10} = 2 f(x) 





= f°(1) = 3, f(1) = 3 
(1) (D Fest la solution de l'équation différentielle : 


y =ay etf(0)=1 
d'où : f(x) = e 





= f(1)= 1 
4) vrai 
Démonstration 






* f(x + 10) = 2 f(x) 
f(x) + 2 f(x) = 0 : VxeIR 
— f(x)=-2f(x) :VxEeIR 


Tt | 
| fs’annule en at change de signe d’où 


— pa(x+ 10) _ 2e 2x 









D - 
f”” s’annule et change de signe en - > IDa= ln = à — Ln? 






—(C;) admet le point 1e i fD) comme 

Point d'inflexion. 

EXERCICE 1 : 

l)—-a) y'=-3y 

Les solutions sont les fonctions définies 

sur IR par: f(x) =k.e7% :kKEIR 
b)y°=-V2y 

les solutions sont les fonctions définies sur 

IR par: f(x) =ke  V2X :kK&EIR 


ÆLn2 
D'où f(x) = e 10° * = */2x 





Ln2 € 
2) (x)= 2 1677 > 0 





£ 1 
DY eEy 
| x 
x)=kes ; kelR 
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* f(t) prend la valeur 75 pour t= 15 mn 






— f(15) = 75 
D'où f ‘(t) = a [f(t) — 25] 
{ f(0) = 100 
f(15) = 75 





B.P de direction celle dd (O, j) (Cy) 
2) f est solution de l'équation différentielle : 
y =ay-25a d'où 

f{t) = k.e*f + 25  KEIR 

















* (0) = 100 = k+25=10 —=k=-75 
d'où  f(t)= 75e" +25 





* f(15)=75 — 7$e152 + 25 = 75 















EXERCICE 3 : 


_ Z In 
=> — 15 a = Ln() 














1)-a) y'=2y-1 
Les solutions sont les fonctions définies 
sur IR par : f{(4) = k.e?* += , VkEIR 


b)y>=7rx-3 


1 2 
— a=—/Ln(-) d'oi 
—e G) d'où 


[A 2 
ft) = 75615 MG) , 35 















…f(æ)=kex +1 : VkEIR 
" 3)f(t)-25<1 sn not 
PU 1 ” 7 75 
Ho 
& + Ln(Ÿ) <- Ln(75) 
S, 1 15 3 
.… f(x) = k.e2 Law À VKkEIR 


2)-a) y =y+let y(2)=0 
La solution est : f(x)=e*"2-] 
b)y=-=y+2 et y(0)=3 


s1t> Re 2 à la calculatrice 
3 


less 

















1 


f(x) = (3 - De72* +3 =3 
c)y =3y-< et y(- 1)=0 


EXERCICE 5 : 
1) | f (1) = a (20 - f(t)) 







f(5) = 10 
f(0) = 0 
f est une solution de l'équation 
différentielle : y = - a y + 20a 
et f(5)= 10 
d'où : f{(t}=(10- Te” RE _ 





f(x) a - e”3(x+1) ue - 






EXERCICE 4 : 











1) £ (t) : vitesse instantanée 
f(t)=-1087-2(-5) 4 20 








f'(t) et (ft) — 25) sont proportionnelles 
— f'(t)=aff(t) -25] : ae IR 

* La température initiale est 100°c 

= f(0) = 100 
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Se rt net es PE CMS EQUATIONS DIFF 

















+ f(0)=0 = a=°Ln2 d’où 3) CH< 1er <! & — < -Lns5 


— t>4Lns 
À la calculatrice les 


ji 
ft)=-1067-s0n20t-5) 99 








f(t)=-20e" 512 :20 






EXERCICE 7 : 








2) * q(10) = 20 - f{10) = 20e - ? Ln2 






1) y'=-y et f(Ln3)=-2 










fx)=-2e"G-bn3) 6 ox 





2)f (x)=6e" * 





* a(30) = 20 - (30) = © = 0,312g 





* (60) = 20 - f(60) = + = 0,004g 





EXERCICE 6 : 
| C'() = - 0,25 C{t) 


C(O)=S5 





C est une solution de l'équation 
différentielle : y (1) = - 0,25 y(t) 









et C(0)=5 





d'où : C{t)=5.e -025t 
2) 


—t f -t 
C(t})=Ses alors C'(t) = es < 0 






EXERCICE 8 : 








1)  U(tx)=2 ; Um=0 









U‘(x) + 2 U(x) = 4 = (UG} 





D'où U est une solution de l'équation 
différentielle : y” + 2y = y’ 





2)-a) Ue(E) d'où Exd 





D)fE(E) & f(x) +2 f(x) = F2(x) 






FG) , 2 I 
F(x) f(x) — 





S - (0) + 20) = 1 
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— 2k =2Ln2 = k = Ln2 d'où 
yt)= Net Nx 2! 
d’où y(3) = 8.N 


= - g'(x) + 2g(x)= ] 






gx) =2g(x)-1 







 g est une solution de l’équation 
différentielle : ÿy°=2y-1 

c) 

g est une solution de l’équation 
différentielle : y” = 2y — 1 

— g(x) = ke°?* += et g(x) £0; VrelIR 





3) y(5) = 6400 













— N x 2° = 6400 = N = 200 





EXERCICE 10 : 














f(x) = e7* sin x 











— g(x) = ke?* += avec KkEIR, 
1)-a) f'(x)=(cosx -sinx)}e”* 
COS X - Sin X =1.COS(Xx — œ) 





2 
— f(x) = Foy Avec kEIR, 










Avec r= V2 



















* Réciproguement Fe er o= "(2x 
I)= = : kEIR, sing=-— 










fest dérivable sur IR et ne s'annule pas sur | D'où : f (x) = [ V2. COS(X + Je * 


IR 
f (x) = 








— 8ke°?* 


ï — 14 
(2ke?* + 12 f (x)=V2.e x. COS(x + 2) 



















ETDIE x 
Caen [6 bp + 


X ST 
Sjozr = (0. [U] 22] 










’ ES 
F4 = 14) 





Conclusion : E est l’ensemble des 
fonctions définies sur IR par : 








(= ass : KEIR c)f (x) = V2.e x. cos(x + * 


2ke2X +1 






EXERCICE 9 : 





1) Y(D=Ky(t) ; k>0 
y(0) = N 
d'où y{t) = N eft 













2) y(2)= 4y(0) Tr:y=e""{x-27) 


2)-a) * (C)N(C)? 


et sinx=|l 
xE[02r] x€(0,27] 










— NeK=4N —62k_4 
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EXERCICE 11 : 










= x= = alors (£:)N (C) est le point 













d'abscisse + 
* (C:)N (C)? 


f(x)}=-e * sinx=-| 
xE[O2xr] x € [0.27] 


37 
> L=— 
ë 


(E): y'+2y= x 
1) (Eo) : y°=-2y 
Les solutions de (Es) sont les fonctions 

définies sur IR par : h(x)=ke-2* :kKEIR 

2) gx)=ax? +br+c 


















g'(x) = 2ax +b 






alors (C2)N (©) est le point d'abscisse — 





g'(x) + 2g(x) = x? 





= ax {y} = - 07% 
) game = gx). € 2ax + b + 2ax? + 2bx + 2c = x2 














NI 


gO=-e fO=-e 7 & (2a-1)x{ + 2(a+b)x+(b + 2c)=0 






2a-1=0 
+4 2a+b)=0 = 
b+2c=0 


FO = ©) 6 3 d'où (C) et (C;) ont 





F 
la même tangente en AG ,€ 2) 
* de même pour (C5) et (C1) 


















3)-a) f(x) = e7* sinx 





d'où g{x) = + - 2x + - est la solution de 
(E) 

3) f solution de (E) 

æ F(x) + 2f(x) = x2 





f(x) =(cosx-sinx) ex 












f'{x)=-2e"* cos x 
vérifier que :f ‘{x)+2f (x) + 2 f(x) = 0 
b) Ra:f(x)>0:Vre [0,7] 







 F(x) + 2f(x) = g'(x) + 2g(x) 


A = j” f(x)dx ad (= g) (x) + 2(F- g)(x) = 0 







Le = (f— g) est une solution de (Es) 
A = [ (5x) — F(x))ax 









4) f solution de (E) 


A =[- 21) = FOIE = 1 +e-*)u.a  (f— g)} est une solution de (Eo) 





= f(x) — g(x)=ke”2* :KEIR 
A=20[{1+e-")] cm? G 80) 






f(x) = g(x)+ke-* :KEIR 
Les solutions de (E) sont {es fonctions 
définies sur IR par : 


fo =sxt-ix+l4ke 2  KEÏR 


A=10[(1+e-7)] cm 
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EXERCICE 12 : 









> y =- 500y + 50 
y(0) = 0 





(E) : 
1) (Eo): y'=y 





y -y=4cosx 





dite (220, 500t , 50 
d'où : i(t)= (55e er 














Les solutions de (Fo) sont les fonctions 


1, -5soot, 1 
U=(— + — 
définies sur IR par :h(x)=ke* :kEIR 1 G ü 10 











| 1 
2:27 : Jim = 0,1 






2) g(x)=acos x + bsin x 








g (x) = -asin x + bcos x * interprétation : La bobine s'oppose à 
L'établissement du courant dans le circuit 
Et ce conformément à la loi de LORENS 
Quant le régime permanent s’installe i 


devient constant : 1=lermmanant  (=0,1 ici) 


















g est une solution de (E) 
 g'(x)- g(x) = 4cos x 








æ (a -b+4).cos x + (a + b).sin x =0 






EXERCICE 14 : 
1) ry’+2y=0 
0) =1 

y”(0) = V2 


la solution est la fonction définie sur IR par : 


f(x) = sin(V2x) + cos(V2x) 


> fa-b+4-=-0 > a =>=2 
[se = 0 b= 2 


d'où : g{x) = - 2cos x + 2sin x est une 
solution de (E) 

3) fest une solution de (E) 

æ F(x)- f(x) = 4cos x 
æ Fr) - f(x) = 80) - g(x) 
æ (f—g) (x)- (F— 8)(x) = 0 


æ (f— 


















y(x) = - 1 


2) y°+16y=0 
[rot w = 4 






g) est une solution de (Eo) f(x) = Asin(4x) + Bcos(4 x) : 


(A,B) € IR’ 








4) fest une solution de (E) 






F(x) = 4Acos(4 x) - 4 Bsin(4 x) 
f(x) =-1 | B=-1 
f'(x)=-2 4A = -2 


7 B =- _ 
Aa 
D'où la solution de est la eo définie 


sur IR par : f(x) = — sin(4x) - cos(4 x) 
3) même travail que pour 2) 






 (f — g) est une solution de (Eo) 
æ f(x) - g(x)= ke* :kEIR 





æ f(x) = g(x)+ ke* :kEIR 








f(x) = —2cosx + 2sinx +k.e* 
:KEIR 













EXERCICE 13 : 
L.y +ry=E 







1) (0,2)y” + 100.y = 10 


y(0) = 0 
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EXERCICE 17 : 


l) y”+16y=0 





EXERCICE 15 : 
(Œ): y”=27y 
1) on pose 3 = y’ 
L'équation devient: 3°= 23 
Les solutions sont : h(x)=ae2* :a€IR 
D'où les solutions de (Ë) sont les fonctions 
définies sur IR par : 

fx) = 2e + b ; (ab) € IR? 







les solutions sont les fonctions définies sur 
IR par : 

f(x) = Asin(4x) + Bcos(4 x) : 

(A,B) E IR° 

2) f(x) = sin(4x) + cos(4 x) 







a 
2) fu) = Leë% 4h 3) CE) = cos(4t) + sin(4 





f(x) = ae°* 


re = { =+b=2 
f"(0)= 1 a= | 


= V2, cos(4t — o) 


Avec { cosp=— 


sin @ = + p==(22) 








D'où : f(t) = V2. cos(4t — 2] 
(a=4:b=") 
d'où : fx) ==(e2x +3) 





EXERCICE 16 : 


Œ): y=-3y"+1 
l)on pose 3= y" 
L'équation devient : (E°): 3 =33+1 
Les solutions de (E”} sont : 
h(x) = ae 3x += :aEIR 
D'où les solutions de (E) sont les fonctions 
définies sur IR par : 
f(x) = - 2 3x 4 2x +b ; (a,b} € IR? 


RE 8, V2 . 5 













+ :[E 


xl 






EXERCICE 18 : 





1) Y +y =0 = Y"=-y" 






on pose 3= y" 
L'équation devient : 3° = - 3 






$=ae * :;a€lIR 






2) fa)=-Se 4 re b 


D'où: y=-ae-*+b :(ab)e IR? 






f'sae #4 
au = { —=+b=0 
f (0)=0 


les solutions sont les fonctions définies sur 
IR par : 

f(x)=-ae *+b  :(ab)e IR? 
2) les solutions de l'équation : 
Y  +y'"=0 sont les fonctions définies sur 
IR par : 

8x)= ae *+bx4+c:(ab.c)e IR? 





1 
a+—- = 
Fe 0 
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EXERCICE 19: 
1) Coste=| ner ] 
2 
: n Le He ei" 4éei2e 2 
4% e 4e 41] 


: - [Cette Hi )4(e 4e 2) 6] 


<f (X)= A.sin(x)}+B.cos RH cos(4s } 









I 3 
-—COs(2x }+ — 
6 8 


* f solution de (E) et f(0}=1 et f (0}—0 






f(x)=A.cos(x)-B.sin(x)+ _ sin(4x}+ : sin( 2x) 













= © [2cos(4x)+8c08(2x)46) f(0)=1 p-—l_1,3 =] 
16 — 120 6 8 
f (0)=0 


A=Û 








Cos“(x)= = cos(4x H= cos(2x}+ : 









2) (E):y''+y=cos"(x) AY 
g(x}=a.cos(4x)+b.cos(2x}+c TT pet 
g'(x)}=-4asin(4x)-2bsin(2x) 5 
g'(x}=-16acos(4x)-4bcos(2x) 

D'où 











g est une solution de (E) 
g''(x}+g(x)=cos" (x) 
-léacos(4x}-4bcos(2x)+acos(4x) +bcos( 2x) +c 
=Ccos(4x) — 
-[Sacos(4x)})-3bcos(2x}+c= 


(= COS(X) + D cos(4x) — =: Cos(2x) + : 









I 1 3 
— Cos(4éx}+ — cos(2x)+ = 
Re 





l ] 3 
D'où g(x)= - — cos{dx)-— OS(2x}+ — 
PURE pp re 


3) f solution de (E)ef"(x)+f(x)=cos" (x) 
© FAX )=g (x Hg(x) 

L-8) "(x (f-g)x)=0 

<f-g est une solution de l'éq :y'"+y=0 








4) *f solution de (E}f-g solution de y‘°+y=0 
f(x)-g(x}=A.sin(x)+B.cos(x) AetB réels 
f(x)}= A.sin(x)+B.cos(x}+g(x) 








EXERCICE 29 : 
(E): 4y"+x y=0 
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DCE): y"+G)y=0 
Les solutions sont : 

f(x) = Asin(> x) + Bcos(— x) ; 
(A.B) € IR° 


D [NC DEC)  fed=2 
— 
Tw / (or) 8 C)= 0 


g(x) = Asin(=x) + Bcos(= x) 





EXERCICE 21 : 









1 
R. q'{t} + ' g(t}=u 





q(0) = 0 
1) (Æ):R. FrEres 







2) (E): y’=- Y+S 
D'où : 


t H 
qi =k.e Re +K$ kEIR 
Rc 










’ JT 7 K . I 
g (x) = A 7 C0s(>x) - B 25nCx) 





C 
q(t)=k.e R +uc kEIR 










qgÜ0)=0—= k+cu=0 = k=-cu 

















A - 
8G)= 0 D'où : 
É 
A+B=1! q(t) = - cu.e” À +cu 
| & A=B=: 
A-B=0 q{(t) = cu -cu.e R& 





3) 





t 
D'où : g(x) ==sin(@x) + - cos(= x} i(t) = q'(t) = = .e Re 













EXERCICE 22 : 





3) g(x) = - [sin(= X) + cos(= x)] 












(E): f(x) = ['f(t)dt + x 
1) fest continue sur IR et 0 E IR 
D'où la fonction : x Ê f(t}dt est 
dérivable sur IR et sa dérivée est la 
fonction : x + f{x) 
D'où la fonction : f(x) = fe f(t)dt + x 

est dérivable sur IR comme étant somme 


de deux fonctions dérivables 
2)— a) f solutions de (E) 










g(x) = V2. cos(= x — @)] 





Avec { Cos 






ss - 


@ = 
sin @ = = = (2x) 













D'où : g(x) = a. cos(= x — 2) 







— f(x) = jf f(t}dt + x 
— (x) = f(x) = 1 

— f est solution de l’équation : 
(ŒÉ):y =y+1 
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3) — a) R; = 1,8 + Q(1) 
= 1,8 +(1,8).e7% =3,% 


b) réciproquement : 
g est solution de (E) = g'(t) = g{t) +1 


= je g'(t}dt = L'ett)at + [dt 





R:=1,8+(1,8)x(0,7) 






— [g(t)]à = f8(t)dt + x 







b) R; = 1,8 + R..e”* 
R2 = (1,8) + (0,7) Ri = 3,942 
— g(x) — g(0) = ['e(t)dt +x 


g est solution de(E) lorsque|g(0) = C 


3} les solutions de (E) sont celles de (E”) 
vérifiant f(0) = 0 
d’où : f(x) =e*-1 
est la seule solution de (E) 
EXERCICE 23 : 

Q'(t) = - a Q(L) 
1) — a) Q est solution de l'équation 
différentielle : y'=-ay et Q(0)= 1,8 
D'où : 






C)Ro+1 = 1,8 + (0,7) Ra 















d) Démonstration par récurrence : 
*pourn=0 
Ro = (1,8) = 6 x (0,3) = 6[1 - (0,7)!] 






(Vrai) 
* supposons que : R,; = 6[1 - (0,7)7*?] 








Montrons que : R,1 = 6[1 - (0,7)"*2] 













Ru: = 1,8 + (0,7) R, 












Q() = 1,8 e7%* Ra +1 = 1,8 + 6.(0,7) [1 - (0,7)7+1] 
b) Q(1) = 1,8 -22 (1.8) = 1,8 + 6[(0,7) - (0,7}"+2] 
Q(1) = 1,26 7 = 6[0,3 + (0,7) - (0,7)"*2] 
— 18e %=1,26 = 6[1 - (0,7)"**] 
eÆ=0,7 * conclusion 


R, =6[1-(0,7}"*1] VneIN 



















c) fn) =e* ; f'(x)=-e *<0 

f est continue et strictement décroissante 

sur IR , elle réalise donc une bijection de 
IR sur IR 

Comme (0,7) € IR alors il existe un unique 

réel a tel que f(a) = 0,7  e7* =0,7 


e) lim (0,7}**1-0 
ZX = + 
d'où : 






lim Rn=6 
Z — + 


EXERCICE 24 : 





















sLiose "-07 
g(0) x g(1)}<0—= 0<a<l 
calculatrice —0,3566< a < 0,3567 
2) a = 0,35665 
Q(t) ai 1.8 e” 0,35665t 
Q'(t)}=-0,35665x1,8e 6% 0 —Q est 
décroissante et lim Q(t)=0 











(1): y =2y 

(D : y'=y 

1) * les solutions de l'équation (1) sont les 
fonctions définies sur IR par : 
g(x)=ke* :; YkEIR 














* les solutions de l'équation (Il) sont les 
fonctions définies sur IR par : 
h(x)=k°e* ; VK'EIR 
2) fx) = f(x) — (x) 

a} f(0) = 1 car A(0,1) € (C5) 









f (0) =3 ( coefficient directeur de T) 
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b) f(x) = k.e?* - k”.e* EXERCICE 25 : 
L) — a) (E):y°=-2y 
Les solutions sont les fonctions définies sur 


3 
IR par: h(x)=ke # ; KEIR 





f (x) = 2k.e°* -k’.e* 


f(0) = 1 k-k”=1I k=2 
( = 
f (0)=3 2k-k°=3 k”=I 


d'où f(x) = 2e°*-e* 


3 
b) f(x)=ke"# ; kEIR 


3 
f'&=- ke . KEIR 
f‘(0)=-6 = -°k=-6 — k=$ 
d'où : 





fiGx)=2ex* :; f(x)=e* 








c) lim f(x) = lim (2e*-e*)=0 à 
Las sta fx=8e 
3 
lim fa = lim e*(2e*-l)=+00 | 2)-a) gx=8e 4 : xEe[04) 
X — +0 X — +o 3 
g'x)=-66e 


d) f(x) =0S e* (2e* -1)=0 


& 2e* -] =0 car e*“ #0 












1 
me*=:  x=-lLn2 


(Cp N (of ) est le point d'abscisse (- Ln2) 
3) t<-Ln) 


a) A(t) = - Pre f(x)dx = f f(x)dx 


=(e** — e*] sn 


A(U=(et — ef +2) U.a 


b)* lim At)=2 
fx — -o 4 





0 _ 0 = 1 
+ le f(t)dt = [e‘! el in? Fi 


LR Se Lr 
D'où: lim, At=f,,,f)dt 


b) V=r. is g’(x)dx 


"pe 2 f(t}dt : représente l'aire de la 
partie du plan limitée par la courbe (C5). 
l'axe des abscisses et les droites d'équations 
x=-Ln2 et x=0 

lorsquet — -00 , Ait) — B 


4 SE se 4 
Vz=n.f 64.e dx =64n[- -e ? | 


V=( - (u.v) 


Remarque : lorsque : [ll = [ff = 1 cm 
128 Î 3 
V = ae (1 - et cm 
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EXERCICE 26 : 
m(0) = 300 


(E):y"=-2y 


1) — a) les solutions de (E) sont les fonctions 


définies sur IR par : f(x) = k.e_ 7 : KE 


{ 
b) mt)=ke 5 ; kEIR 


m(0) =300 — k = 300 
t 
d’où m(r) = 300675 =300e it 


£ 
2) mo) = 150 & 3006 + =150 


= 
5 





a ER 
> e T Le Ln2 
e[r=5 1m 

-2 SE 1 
3)}mt)<10" ss es < 

30000 


IR 


> — =: <- Ln(30000) = t > SLn(30000) 


EXERCICE 27 : 


g(x}) = cos x - sin x 
1) g'(x)=-sinx — cos x 
= - SIN(T — X) + COST — x) 
= COS(T — x) - sin(n — x) 
= g(n — x) 
2)f (x) =f(n -— x) 
a) * la fonction : x n -— x est dérivable 
sur IR , comme f est dérivable sur IR , la 


fonction : x f(n — x)est dérivable sur IR 


par suite f “est dérivable sur IR 
d'où f est deux fois dérivable sur IR 


+ f'H=f{n-0 = f'X=-f'(m- x) 


— f(x)=-f[n-(n-x)] 
— Ê (x) = - f(x) 
= f(x) + f(x) =0 


D'où f est solution de l'équation :y°" + y =0 


b) f(x) = A sin x + Bcos x 
(A,B)e IR? 
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EXERCICE 28 : 
Partie A 
EMEA 

1) la solution de l’équation : y” =2 y 
qui prend la valeur 1 en 0 est h(x) = e?* 














2) f(0) = Ln2 
f(x) = e 2x, g(x) 

a) (0) = e°. g(0) = g(0) = f(0) = Ln2 
b) f (x) = 2eX, g(x) + e2*, g'(x) 










f'H=e"*l 2g(x) + g'(x)] 
c) fest solution de (E) 

: LE 
æ f'(x)-2f(x) = te 







f(x) -2f(x)= 





i+e” 2x 





es 2e’, 80) +e%*, gx) - 2e, g(x) 


T1+e-2x 


 eX*, g’(x) = 









1+e7°x 






A 2e” 2x 
|) (x) = 
8 (x) 1+e72X 


æ g(x) =Ln(1+e”#*)+k; kEIR 











g(0) =Ln2=k=0 
d'où : g(x) = Ln(1 + e7 À) 
et f(x) =e?* Ln(1 + e7%*) 








Partie_B 
f(x) =e°* Ln(1 + e7 *) 










1)h x) = En(1 + De 
a) lim h(x) 0 
x — +00 
= lim Ln(i+g-2 LS 
X —+ + e#X +1 
DE 







=sLnl=0 
HR En 
Dh = nr <0 






h est strictement décroissante sur IR 
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c) : im h (x) = +00 


CMS 


h est strictement décroissante sur IR 
d’où : h(IR} = lb lim _h (x), lim h(x)[ 
—+ Æ — -0 


= ]J0, + 
d'où :h{x)>0 : VxEeIR 


2) f(x) = 2eX h({x) 
D'où f ‘et h sont de même signe. 


— 2 

3) * lim f(x)= lim ae À 
X — +o X —+ +00 Ê 

On pose : X = e” #*alors lim ue 


*f@H=ex, Lnle- *(1+ eX*)] 


=] 


=e°*, [Line 2% + Ln(1+ e2*)] 


=e?%,[—2x+1In(1+ ex) 


* Jim f(x)= 
€ —+ -0o 


= lim (-2xe* +e2*{n(1+e2x))=0 
ÆX — -o 


4) f(x) =2e°* h(x)>0 





3) T: y=f"(0)}(x-0)+f(0) 


T: y=(2En2-1)x+Ln2 


A:Yær 


TA RE TE Sr dntenh dd map pu © PET MMMEE S ILE 
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Partie C 


1} u(x)= 





1 e 2x 
1+e72X  1+e2x 







Une primitive de u sur IR est : 
U(x)= = La(1 + e 27) 
2) A = [° f(x)ax 

= Es e *Ln(1+e-2*)dx 








me Fe = ex 






— 2e 


2x d nn 1e 
En(1+e7x) ‘— nn « 











A = 
1 = û 1 
[5 e**En(1 + e72x) è if 175 2 0x 


_i2 1 2,4 [1 2x] 
= a ln( +2) + (ini +2] 







e LS 2Y _1 _2 
= Ln2 pe Ln(1 + e‘) - Ln(1 + e7*) 
u.4 






A = 25[Ln2-+ Ln(1 +e2)- 2 Ln(1 + e-?) 
è 
cm 






«A = ...calculatrice 










Partie D 
Un = Û 
U, +1 = f(U;) 










1) fest continue et strictement croissante sur 
[0,1] d’où : 

f([0,1]) = [f(0).f(1)] 

= [Ln2,e/Ln(1 +e”2)] 










Ln2 >0et f(l)<1 d'où: 
f([0,1]) € [0,1] 
* Démonstration par récurrence 


* W=0Ef0,1] 







({ vrai} 







* supposons que : U, € [0,1] 
montrons que : U,,, € [0,1] 
U, € [0,1] = f(U, )e f([0,11) 
— f(U, ) € [0,1] 
= U, ,: € [0,1] 
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‘Car f([0,1)) [0.1] 


b) lim G@{t) = 100 
Conclusion: U, €E[0,1]; VneIN x — + 


Interprétation : 




















2) * U,y=0 et U,= f(Uo) = Ln2 


Lorsque le corps reste be 
U<U, (vrai) rsque le corps reste beaucoup de temps sa 


température sera 100°C 
3) 

Oct) = - 70 e7 011 + 100 
g'(t)= 7e-21t>0 













* supposons que : U, <U.: 
montrons que : U,,, < Un, 2 





U, <= U,, 1 (Us ) < f(U + 1) car fest 
croissante 

— U, + | < U,, 2 
Conclusion : 

( U,) est croissante 





* ( U,) est croissante et majorée par 1 donc 
elle converge vers un réel a 


3) U,4 = (Un) ,  U, € [0,1] 

















f est continue sur [0,1] d’où : a = f(a) 
U, ef0,1] =a€f0,1] 


f(0) 4 0 et f(1) # 1— à € JO,IL 


4) A:y=x 








(CHNA={A(G.a)} ; a=08 (gr) Q(t) = 30 constanté 


c) T=-Il0 












EXERCICE 29 : 
8(t) = ( 30 +10)e7 °° - 





09 = 30°C 
9"(t) = k[T — 0(t)] 
k=0,1 ; 6(0)= 30 
1) 8 vérifie l'équation différentielle : 
y’=(0,1)[T - y] et 6(0) = 30 
2) T = 100 
a) (E): y°= (0.1) [100 — y] 
(E): y’=-(0,1).y+10 et 6(0)= 30 
D'où : 
Q(r) = ( 30 - Je” DIE 4 


O(t) =-70 e- 1 + 100 


Q(t) = 40 e7 211 +— 
g‘H=-4e %1<0 
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EXERCICE 30 : 
(0) = 0 
O(t) + (0,1)8(t) = 2 
1) 8 est une solution de l'équation 
différentielle : ÿ°=-(0,1).y +2 et 0(0)=0 
D'où : 

B(t}=-20e721t 420 
2)-2) 6(10)=(20-%) °C 


20 
8(60) = (20 - —) “Le 
€ 
b} 
lim  &it) = 20 
X — + 
Pour t assez grand , la température du 
conducteur tend vers 20°C 


EXERCICE 31 : 


4)-a)F(x)=15.Ln(2+es)+k :KEIR 














F(0)=0—=k=-15Ln3 
D'où : F(x) = 15.Ln(2 + es) - 15Ln3 







x/5 
F(x) = 15.Ln ET, 







b) A = f''f(x)dx = [FGIE 


— F(( 
A=15 Ln() u.a 


Partie B 

l) (D:g°=28 

a) les solutions de (1) sont les fonctions 

définies sur IR par : gx) =ke*/5:kEIR 

b)g(0)=1=k=I1 

d'où : g{t) = et!5 :1€ [0,+ col 

SE 

2) (D . = : 

a)h = h solution de (Dh = 
































,x/5 
RE 
f (x) = PTEPETE > 0 











5 lim | fx) 0 = (— )= & 
; 3 3-8 S(3-8) 
Him f(x)= lim =—=3 

—+ +00 T — +2 





x 












= EG=8+EE _ _6 4,38 _8 
(3-g)° 5(3-8) 3-8 5 
-_3, 5 . _B 5° 

© 38 58 5 T8 75 15 







 gest solution de (IT) 
} 
b)h(x)=kes :kEIR 












Les droites d’équations respectives : 
Y=0et y =3 sont des assymptôtes à (C) 
2) T:y= f(0).(x - 0) + f(0) 






3k 1 
ca0)=1=—= Im k=- 






x 
5 
d’où : g{x) = a = f(x) 
2—es 
d) im f(x) = 3 la population tend vers 3 
Æ #4 oc 






milliers. 
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EXERCICE 32 : 
(LP = 20 fes i2(t) dt 









(E) :y/+23=0 
i2(t) = 5,76 sin/(400t) 





C= 1.25 x 107 
L =0.,5x 107 2 














1- = 


it(t) = 5,76. ) 


1} les solutions de (E) sont les fonctions 
définies sur IR par : 


f(x) = À cos(—=) + B sin(—=) : 
(AB) € IR? 








i2(t) = 2,88 (1 - cos(800t)) 
D'où : 






2 _ [#00 7061 — 
Le = (0,0625) x 107 4 (L) = (2.88). [C1 -— cos(800t) dt 





VTE = (0, 25) x 1077 = (fsidt— |) 








= LS2 ep = 2,88 


D'où : 
= 2,88 = 1,697 Ampères 


1 : à 
Nr Lui + d'où: 


















f(x) = A cos(400x) + B sin(400x) ; 
(A.B) € IR? 
2) q(0)=6x 107* 











q'(0)=0 
d'où: qtt)=6x 107? cos(400t) ; 
tE[0,+ co] 


q(#) = (0,006). cos(400t) 










3) it) =-q{t) 
a) q(r) = (0,006). cos(400t) 








d'où: it)=-q'{t) 
i(t) = (2,4). sin(400t) 


b) J= — [5% cos(800t) dt 









J= — = sin(800e) jee" 


J= 7 Sin(27) : 
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QCM : 

1) h (I.-4) est une similitude directe de 
rapport 4 d'angle 7. 

2) h({I,2) oh(J D est une translation. 

3) L'image par une similitude de rapport 
2 d'un triangle d’aire A est un triangle 
d'aire £. 

4) r(@2,7 ) oh(Q,-2) = r(Q, Æ ) oh(Q .2) 
5) fof = h(I,4) 


VRAI-FAUX : 

1) Vrai :en effet : une similitude directe 
qui fixe deux points distincts est un 
déplacement. 

Un déplacement qui fixe deux points 
distincts est l’identité du plan. 

2) Vrai : en effet : un antidéplacement est 
une similitude indirecte de rapport 1. 

* la composée d'une S.d de rapport 2 est 
une S.I de rapport 1 est une similitude 
indirecte de rapport 2X 1=2. 

3) Faux : la composée d’une S.D de 


rapport 4 est d'une S.I de rapport = est 
une similitude indirecte de rapport 

4x = Îl d’où c'est un antidéplacement. 
4) Faux : si f es une similitude de rapport 


= . si 1 
3 alors f” est une similitude de rapport = 


5) Vrai : Siac est une S.I de rapport l— 
fo Sac; Est S. directe de même rapport 
que f.et on a : fo Siac (A)=B 

fo Suac{CI=D 
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EXERCICE 1 : 
HOT 
a 
) [ere 
f est de rapport = d'angle 
(BA,BC) = —= (27) 








b) Fe. soit =AxC  festde 
f(c) 
rapport k=° — = ir —k= 2/3cos- = 
d'angle ÉC BG) = = (27) 
Df = s(B,7 = : 
our =G 
f(B)=c TS 
k= F sl, 0=(GB,GC) (27) 
= (2x) 


27 
Î = rot(G,—) 


EXERCICE 2: 

1) Soit k: le rapport de S et 8 son angle 
ST? est une S.d de rapport = d'angle —6. 
a)f =tl'avec did 

S o f est une similitude diecte de rapport 
Kk x I=k d’angle 6. 

— So foS” est unes. directe de 
rapport - X k=1 d'angle nul d'où 

S ofoS”{ est une translation. 


b) f est rotation d'angle & non nul. 

S o f est S.d de rapport k d'angle (x+@). 
— S o f o S-! est une S.d de rapport I 
d'angle 8+x —8=x(2x) d'où S o foS-! 
est une rotation d'angle &. 

C) f : homothétie de rapport X+ 1 


ler cas X=-1—+ f = symétrie centrale 


—f est une rotation d'angle x d'où 
S o f o S”? est une rotation d'angle x 
SofoS 1:symétrie centrale. 


2°"* cas : X=-] f est une S. directe de 





rapport | x 


SIMILITUDE 


SofosS!est unes. directe de rapport 

[de même angle que f. 

—> SofoS”!est une homothétie de 

même rapport que f. 

d) f= S\ avec À passe par le centre wde S. 

SofosS”!est un antidéplacement qui 

fixe w. 

— SofoS”!est une symétrie 

orthogonale d'axe passant par w. 

2) S : Similitude indirecte de rapport k. 

a) f : translation de vecteur non nul. 

S o f est une S.indirecte de rapport k.1=k 
So f oS”!est une S.directe de 


] 
rapport ni 
S o f o S7! : déplacement 


b) f = rotation d’angle x# 0 (2x) 

S o f est une similitude indirecte de 
rapport k X 1=Kx. 

—> So f oS7!est une S. directe de 
rapport k x : = 1. 

— S o f o S”* est un déplacement 

c) f = homothétie de rapport À & 1 

S o fo S! est une homothétie de même 


rapport. 

d) f = S,, WE À. 

So f o S-! est un anti-déplacement. 
SofoS H{w)=w 

S o f o S”! est une symétrie orthogonale. 
EXERCICE 3 : 


C 


À 8 


l)a) AB+%0 et OIZ0 d’où il existe une 
unique similitude directe S tels que 
S(A)=0 et S(B)=I 

1 


oi AO 1 Tr _ V2 
DEF an 20e a 
 — > + €" — 
(AB,OD= (AB, AO) + (AO.OD (2x) 
= = +7 (27) 
=-3- (27) 
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CH4 TOME) 


S est de rapport — 2 « d'angle (-3- 2) 


2) a) R=(A, AB, AD) 


ZA=0 Zo=1+1 


Le 

Zp=] A à à 4 i 

L'écriture biere de S est de la forme 

z =az+b 

ou = Ô 
S(B) = Î 


Zo = G.Za + D 
Z1 = @.Zp + b 


1 1 
— b=:tiis 


a+b==+"i 
b==(1+i) 
a = —2(1 + é) 
D'où S : Mes) —+M'e), 
Tels que : z' = 2 (1 + &).Z +-(1 + i) 
b) Soit {1 : le centre de S ;S(n= {1 


— Zn = (3 + 2i) 


EXERCICE 4 : 





f En de rapport k=T d'angle 
(BA, AÜ)- (AB, AË) + r(27) 
= == + T2) 
= (27) 
Soit w son centre 
e f(B)}=A => w appartenant à 
(C.) : cercle de diamètre [BA](car 
f est d'angle (— =)) 
e f(A)=-C > wE (C2): cercle de 
diamètre [AC] 
d'oùwe(C:)}n(C2) = {4,H} 
et Comme f(A)zA alors w=H 
Conclusion : 


f de rapport — d'angle — = de centre H. 
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2) fm) — N 
— — 
—>HM L HN 
> HE Cercle de diamètre [MN] 


de même : À € cercle de diamètre [MN]. 


EXERCICE S : 





ee re 
S(o) — C 
DC 1 fs 
D Do ”cose £ 
rh 


(DO, DC)== (2x) 

S est de rapport V2 d'angle = 
DB = V2 DA 

2) S(A)=B car (ox DB) — (22) 


3) soit C” = S(c) 


O=A*C——> S(O)=-S(A)}*S(C) 
+ C=B*C" 
=  C'-=$<(B) 


EXERCICE 6: 
1})Mæ (AB) 
S Conserve les mesures des angles 


orientés d’où Le a 
(BA, EM) = (CA, CM) (2x) 


RS — #2 gr 
Et (AB, AC) = (AM, AM) (2x) 
Voir figure: 


M' 


CH4 TOME2 


2) ME (AB) {4,B} 





(MM) // (BC) et M’ € (AC) 


EXERCICE 7 
A 


Sc) = B 


C 
cB _ CB 1 5 


AE AE cos= 


FR Pt 
(AŸC,CB) = (CA. ÊB) (2x) 
= - (27) 


D'où S est de rapport V2 d’angle = 
b) S(AC)= S(A'C)=(BC) 


pa (9 © 


2) a) 

IB = V2.IC 
S(cy= B (at. 1Ë) sa 2 (27) 
D'après le théorème d'ELKASHI 
BC2=IC2+IB2 -21B.IC.cos Î 
BC2=IC2 #(V2.1C)? — 2(V2).IC? .cos= 


D BC2 2-10? +21C2 -2V2. 2. IC? 
— BC2 =IC2 +21C2 -21C2CB = CI 


SIMILITUDE 


Or CÎB =- 
D'où CBI == 


LL 4 


Par suite 1ÈB = 


n | 


Conclusion : le triangle ICB est rectangle 
et isocèle en C 

b) ICB isocèle rectangle en C et direct 
(C) : le cercle de centre C passant par A° 
D'où son image pour S est le cercle de 
centre Sçc) = Bet passant par S(4r,=C. 
EXERCICE 8 





(4) + 9 
ba) {$ 
) 2 LS) = D 
OD ÀAo TI V2 
me COS —=— 
AB AB 4 2 


(AB,-0D)= (AB, Bo) (2x) 
= (FA, Ho)+ x (27) 


= (27) 
37 
=— (27) 


D'où S est de rapport = d’angle — 

b) Soit I son centre 

Stay = D —>(IB," 1D) = © (27) 

> Je l'arc Pa du ue de centre C et 

passant par B 

De même S(A)=0 — IE l’arc [OA] du 

cercle de diamètre [AB] 

C) soit D'= S(p) le triangle ABD est 

rectangle et isocèle en A de sens direct 

d’où son image ODD" est rectangle et 

isocèle en S(A)=0 et direct D'=A 
Par suite S(D) = À 

2) ABD est direct d’où son image pour 

une similitude directe est un triangle de 

sens direct comme ODC est indirect Alors 

il n'existe aucune similitude directe f tel 

que f(A)=0 :f(B)=D et f(D)-C. 


CMS 
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EXERCICE 9 : 





r=r 


Dh = hr : «8.5 

* h est une similitude directe de centre À 
de rapport 2 d'angle x. 

* r est une similitude directe de centre B 
de rapport 1 d'angle — 

Comme étant composée de deux 
similitudes directes S = rohest une 
similitude directe de rapport 1 X 2 = 24 
d’angle 7 + = = —= (27) 


2) À = r(À) O : le centre de S 
a) SA) —Tro Ra) ITA — À’ 
OA" = 20A 
Sa3=4 


(OÆ"OAT = —= (27) 
b) * (OÀ.-OÀ'}= —T (2x) d'où 
O € (C1) : demi-cercle de diamètre [44°] 
ne contenant pas le point B. 
#7 = 2 d'où O € (C2): cercle de 
diamètre [GG”] 

G : Le barycentre des points pondérés 
(A’,1)e (A, 2) 

G’ : Le barycentre des points pondérés 
(A’, 1) et (A.-2) 
(C1) N (C2) = {0} 
3) B°’=h(B) ; S’=hor 
S” est une similitude directe de rapport 2 
d’angle (— =) 
Soit w son centre 
S'«a = hor(B)=h(B) = B 

wB' = 2wB 
S’(B)-B' — or wWB”) ue —? (27) 
w € (1) : demi-cercle de diamètre[ BB]. 
w € (Z,,) : Cercle de diamètre [1J"] avec 
l:b.p.p (B’.l)et (B,2) —> / = À 

l':b.p.p (B',l)et (B,-2)—+ j = Sg(B') 

(TAN) = {w)} 


SIMILITUDE 


EXERCICE 10 : 


f — S RO SPO So 

1) fa) = SRrO SpO So(À) 
— SRrO Sp (©) 
= SR (B) 
= À 


2)f = Sro (So So) 

SPO SA est une sirnilitude directe de 
rapport V2 x V2 = 2 

D'angle = + u = — (27) 

. D'ou f est une similitude directe de 
rapport 2V2 d'angle T de centre A. 


EXERCI 


11 : 





1) a) Scaëy(M) = M =, I=M*M° 
Or I=A*B 

D'ou AMBM' est un parallélogue 

ME med [AB] = MA=MB 

Par suite la quadrilatère AMBM' est un 

losange. 

b) *M est un point de (C) cercle de 

diamètre [OB] d'où (OM) L (BM) (1) 

*A MBM estun #—>> 

(BM)}//(AM') (2) 

(1)+(2) > (OM) _LCAMM 

* (AN) L(OM) et(AM') L (OM) 

D'où (AN) //(AM") 

Par suite A,N et M° sont soulignés 
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2) S': similitude directe tel 

S(N) = 
Que pee «À 
a} (NM," NA) = -2 (27) 
d'ou S est d’angle (2) 
b) * L'image de la droite (M1) par S est 
la droite passant par S(M) = À et qui lui 
est perpendiculaire(Car S est d'angle (2) 
D'où S((M1)) = (AB) 
* De même S((NA)) = (NM) 


c) (MD) N (NA) = {M} 
d'où Sun) N Secway= {Sem} 
— {Sçur)} =(4B) N (NM) 


as vas | Sçm'y=O 
DEMM > Se = Sem * Sen’) 
> J'=A*O 


e) (NO) L (NA) d'ou NE (7) : cercle de 
diamètre [OA] 
/ De corse T 
St) = Ÿ CXNI NI ) =- 2 (27) 
> (NI) L (NT) 
D'où (ND est tangente à (793enN 


EXERCICE 12 : 





H BA 


1) S : similitude directe de centre A tel 
que S(M) = M 

(AM,AM')= (27) 

AM'=V2.AM 

D'où S est de rapport V2 d'angle = 
2)M° = S(M) D'où 

(E) est la droite image de (HH') par S 
ScHy=H" 

(E) : la droite passant par H” et 
perpendiculaire à (AH) 


SIMILITUDE 


3) AMM' est rectangle et isocèle en M et 
J=A*M' D'où JA=IM'=-JM 

et (JM) L(AM”) 
Parsuite le triangle AJM est rectangle et 


isocèle en J 
> À = = et (AM. AD =? (27) 
A] = = AM 
4 2 
(AM, "AŸ) = © (2x) 
D'où J=f(M) 


directe de centre À de rapport 3 dangle : 


—» (F) = f((HH")) 
(Ou bien eh 42) (M") = jo(F) = h( 1) }) 


Conclusion : 


Fi 


avec f : la similitude 


(F} est la droite passant par H et 
perpendiculaire à (AH) 


EXERCICE 13 : 





1) Soit S : la similitude directe de centre H 
tel que Sc) = À 

Montrons que S{4, = B 

S est d'angle AC,'AÂA)= (2x) 

*l’image de la droite (CA) par S est la 
droite passant par Sçc) = À 

Et qui lui est perpendiculaire 
— Scan = (AB) 

De même : S((HA)) _— (HB) 
(CA)N(HA)={4} 
— Scan N S(ma)) = {Sc} 
— {54} = (4B)n (HB) 
> Sa) = B 

D'où l’image du triangle CAH par S est 
le triangle ABH 

2) soit f : la similitude indirecte de centre 
C tel que : f{s) = À 

Montrons que : f(4) = H 

Soit k le rapport de f (x = = 

et soit À’ = f(A). 
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fo f = Rick?) 
fo fe) = fcay=A" 
—h(cur)(B)=A' AE (CB) (1) 


(CA) L(AB) > f(ca) L f(a8) 

> (CA’)L(AA') (2) 
(1)+(2) > A’: la projection 
orthogonale de A sur (BCI—A’=H 
D'ou f transforme le triangle ABC en le 
tnangle HAC. 
*Soit À :l’axe de f 
f«w), = Act f de centreC —> 
À : porte la biscentrice intérieure de 
[CB, CA] 

f=h(c.)0 Sa = Saohc) 


3) S o f(A)=S(H)=H 
S o f(B)=S(A)=B 
S o f(C)=S(C)=A 
Sof transforme le triangle ABC en le 
triangle HBA. 
EXERCICE 14: 





(OM,-O'M: =- > (27) 
1) soit f la similitude directe 
tels que : fo) = 0° et fim) = M° 
f est une similitude directe de rapport 
us = 1 d'angle COM.-0'M'}=-= (2T) 
> f est une rotation d'angle (D 
foy =0'etona: 
Bo' = Bo 
(Bo,"Bo'} = > (2x) 
D'où f est de centreBe f =T(8,-5) 


SIMILITUDE 


2) f((BM))=(BM'} D'où 
(BM)L (BM') car f est d'angle (— =) 
—2f(BM') = (BM) a f(O=€ 
(BM')n (Q)={B,N) 
— (BM)N (6) = {fur fin} 

> (B, few} 
D'où fn) = N° 

BN'=BN 
LR. 8 = — = (27) 
D'où BN'=BN et (BN) L(BN”) 
ji BP = V2 BM 
(BM,"BP) = —--(2x) 

D'où P=S,y, avec S : la similitude directe 
de centre B de rapport V2 d’angle -* d’où 
l'ensemble des points P est le cercle (1) 


image du cercle (QC) par S. 
OnaS(0)=AesS(B)=B 

D'où (T'} est le cercle de centre À passant 
par B 

De même : S(N) = Q—QE(T) 


b) B. P et Q appartiennent à ([°) 
(BG. Bb) = (BQ. BM) + (BM.-BP) (2x) 
TT TT 
=-;+(-5)@r) 
= ——(27) 
BÔ L BP 
D'où B appartient au cercle de diamètre 
[PQ] 
Comme B, Pet Q € ([) 


Alors [PQ] est un diamètre de (T°) 


EXERCICE 15 : 

F : M2) ——$ M'e2n 

Avec Z'=21.Z +3-i 

l)zg=i j; Z=-1 

Zpr = Lizp+3—-i=2i(i)+3—i 
Zps — 1 —i 

Zu = —2i+3—i-=3—3i 
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*(BÈB TC) = Are (2) (2x) 


2—2i 
=Arg ( —- 2) (2x) 
=Arg (2i) (27) 
=; (27) 
*BC=Izc-28l=|-1-il = V2 
B'C°=/2,, — zpel = 12 — 2il= 2V2 
B'C'=2BC 
2)z’ =21z +3-i 
jal= [2i1=2 
AT£ a= = Arg (2i) (2x) 
= > (27) 
b 3 —i 


——— = = 1+i 
1-a re — 2i 
D'ou f est la similitude directe de centre I 


d’affixe 1+1i de rapport 2 d'angle = 


EXERCICE 16 : 
ZA — 3 — i 
ZB=2i 
h=hR (4-2) 
CET f 

(84) 
t=C56 
l)a)torest une rotation d'angle — 
Soit w son centre 
S wo =WwB 

(WB,"w5) = (27) 
" IZwl = 1lZw—28! 
Arg (= 2 )= (2x) 

9 _ZZw_ — pe 

ZB—-2Zw 
= —Zw = (Ze- ape" 4 Æ 
9 —Z w=Z8. € 2, es 


Z Du 
> <w TT | 


(- +1 %)@0 
V2, .V2 
ra LS 
a (—1 + i)2i 
“ _1+i- V2 





Zw — 


— 1 


SIMILITUDE 


2-2 2+2i 
—1—-V/2+i (+ V2)-i 


_@+2){(1+ nr 


(1+ V2) +1 
_2(4+V2+i+(1+4V2)i-1) 


ww 


4 + 2V2 
V2+1(2+V2) 
__ 2+V2 
Zw = (V2-1)+i 


b) F. (pee he A JT 

f est une similitude directe de rapport V2 

d’angle = +T = + (27) 

NC" 

AVEC Za, = €° d (Za — Zw) + Zw 

zu = (- + (3-5 VZ+1— ie Va 1 #i 
=Z(-1+60(4-V2-2i)#V2-1+i 

zx = 3iV2 


e Soit I le centre de f 





— V2 1A 
“A — | » - 
fca) — À si IA’) = —=(27) 
Po 
— Fat “#1 
nl). 
ATg 5 nr. = (2x) 


— 4 = Ve” = ji 
—DZ y" — Zy = (1 —i)(zZa —z:) 
—D—izy = (1 —i)(Za) — Za, 
—iz, = (1 — i)(3 — à) — 3iV2 
<—D—iz; = 2—-i(4 + 3V2) 
= (4 + 3V2) + 2i 

C) A M(Z)——+ M'(z7') tels que 

z° = Vie 4 (z — Z) +2; 

z'= (1—-i)z— 2+i(4+3V2) 

2) fm =0 > 

(1-i)zx — 2+i(4+3V2) = 0 
6 + 3V2 — i(2 +3./2) 


Zk —= 2 


CMS CH4 TOME 2 
EXERCICE 17: 
ji: AC NE ME IE 
— Zn — Zp| — |—2 + 4il — 2V5 


—+ —+ : 
(AC,"BD) = Arg (2) (27) 
c ZA 
—2+4i 
= Arg (555) Gr) 
— Arg(i)(27) 
= (27) 
AC=BD et AC 70 d’où il existe un unique 
déplacement r tels que r(A)=B et r(C)=D 
rest d'angle = 


| . , 7 
D'où r est une rotation d’angle - 


*soit w son centre 








wA = wB 
VER L (WA "wB) = 2 (27) 
e — Zwl = za = 24) 
— 2H Zw nm T 
Ar (= _ )=: (2x) 
EEE) =: 
> 1. 
Arg (ESS) = 2 (2m 
£BZw Le le . 
+ net 


—>D Zn — Zw = iZ4_Zy) 


— (1-1) z,, — LZ,4 


2 


<—> (1-) 2, 


— 24 = =1l+i- Zi 


Conclusion! 
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2) z,=3+5i 4) a/e IAPB carré 
r'=Tr,, 7 
(7-3) — aff (AP)=affil B) 
JA = za —2;| = Leqle 17 — Zp—Za = Zp —-Z] > Zp = Z2p —Z +ZA 
JD =[zp-2;| =|-4+il = V17 
D'où JA=JD (1) 7 
(À ID) =Arg ELA) (2) eICQD carré = aff (CO)=aff(T D) 
= Arg(—©) (27) > ZQ0-Zc=ZD-ZA + ZQ= ZD —Zi +Zc 
=Arg(-i) (27) +  Lo=4+8i 
+ + 2 
GAVID)}=—<(2#) (2) b/ 
IP |Z,-2Z,| |1+i 
(32) = r'(4)=D mel 5 
À 
PE EnREAANENE FA: IP) = [27] car IAPB est un carré direa 
M=A*C — Zm= ttc — 442] 1C = V2 
N=B*D —_» zN=41 2 
(TC: 10) = [2] 


* = — = ; 
Aff(IM) Zm—Z1=3+i g est la similitude directe de centre I de 


Aff (NT)= Z—2Z2N=3+i rapport V2 et d ‘angle + 


D'où IM= NJ  Parsuite 


c/ d’après 3) IMJN est un carré direct 
IMJN est un parallélogramme. (1) 


*IM = 24 —zil = V10 d'où H =2IM et EM:1) = (2r] 


IN={|z;, —zn| = V10 








D'où  IM=IN (2) re 

* (MIN) = ArgE*) (2m) M=A*C= g(M)=g(A)*g(C) 
= Arg(T) (27) — J= P*Q 
= Arg(i) (27) 
=> (27) (3) 


(1) +2) +3) — IMIJN est un carré 


128 


SIMILITUDE CMS 


EX 18:- 


1)k=B*C — 2,=72 Le 





> Ere 
: 


x 

i 
s rx (CHEC HS 2-— *(Z--Z, }Z, 
1 


— c=i(c0}+0 = c=ic 


er, (BXB' = b'=e ?(b-0)+0 
3 


— b'=-1b 

2) AK #0 et BC'#0 d'où il existe une unique 
similitude directe f tels que : 
f(A)=B" et f(K)=C 

3) a)f: Mz) > M'(71 
tel que : z'=&.z+f# (a, feD” 
f(A)=B' = z,=4.2,+8 = P=b'—= B=-i.b 
f(KI=C' = c'=ak+f = a.k=ic#ib 
= a[ 2} — a=2i 

la forme complexe de f : 

z'=21.z-1.b 

j2il=2 , Arg(2i) = = 2) 


ib 
Dj)— 
1-2i = De 


f est la similitude directe de centre & d'affixe ae 


de rapport 2 d'angle 7 


f=han°r , =rToh 
‘2 


b)f(A)=B' et f(K}=C' = (ak. c')=2 m0 
d'où (AK) L (B'C') 
EX19 ; 
l) e lee 1 + AVS -D D 
p Vs+1  (sÿ-1 
= 142080 Re 1145 | 
2 
à CF pe BF BF 


CD CD CD CD. 
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ne = D 
f(D)=cC 
pe _1_v5-1 
AD ® É 
(ab. D) = (DA pc) + r(27) 
x 
= — 27) = — 
rte 
d'où f est de rapport de St, d'angle 2) 
p 2 
3» soit C'=f(C) on a C=f(D) 


= (E5.cc)=-7 07 et cc=1 cp 
p 


(E.cc)=-7 2 C'e [CB) 
= = 

CD | == 

CC: cc 
 C=F d'où f(C)>=F 


4) soit $à le centre de f. 
f of est une similitude directe de centre {à 


de rapport = d'angle 7 
p 


— fof est une homothétie de centre (2 
f cs f(A)=f(D)=C — QE (AC) 
fof(D)=f(C)=F = QE (DF) 

d'où {Q}=(AC)N(DF) = Q=0 

d'où f est de centre O 


5) f(A)=D et f(C)=F = (AC) L (DEF) car 
f est d'angle — 


D montrons que f(F)-G 

l'image de la droite (CF) par f est la droite 

passant par f(C)=Fet qui lui est perpendiculaire 
— _ f((CF)=(FE) 

de meme f((DF))=(CA) 


(CF) N (DF)={F) 
— (FE) N(CA)={f(F)} 
= f(F)=G 


SIMILITUDE 


f(C)=F I 
= GF=—.CF 
f(F)}=G p 


Or ee, 
CF 


EG=EF-GFSpCF-— CF 


—={ D- z ).CF=ICF = ED 
p 
EX20 : 
A B 
L J 
CC... 


1)AC 40 et DBz0 
d'où il existe une unique similitude indirecte 
f tels que:f(A)=D et f(C)=-B, 


DB 
le rapport de f est —=] 
ppo AC 
— fest un antidéplacement 
med{ AD]=med[CB]=(Lr), d'où f=sS,, 


f(L)=L et f(J)=J 
EX21 : 





h) ES 
f(A)=B 
fo f(C})= f(A)=B —=fof #id 
d'où f n'est pas une symétrie orthogonale 
par suite f est une symétrie glissante. 


LIsoit Ü son vecteur et À son axe 
fof=t, 
fo f(C)=B & 1,,(C)=B > 2ü=CB 


M} 


eg) 


CH4 TOME?) 


= d=- CE e ü=N 
f(C)=A = C *# AzJE A 
f(A)=B = A+xB=Ile A 
d'où A={1]) 
De 
g(1)=C 
I=B * À = g(l)=g(B)*g(A) — C=D * g(A) 
— g(A)=S,. (D)=A d'où g(A)=A 
AC AB 
[Je est de rapport ——=——-2 , d'angle 
£ PP AL AI Ê 


(ai. AC) = + CM . de centre À 
3) KA+2KI=0 
a) Comme étant composée d'une similitude 
indirectede rapport 1 et d'une similitude 
directe de rapport 2 : 
f og est une similitude indirecte de rapport 2 
b) f o g(D}=f(C)=A 
f o g(A)=f(A)=B 
c) KB+2KA =(KA+ AB)+2(KI + IA) 
=(KA+2K1)+(AB + 21A) =0+(AB + BA) 
=0 carI=A*B 
soit f o g(K)=K”, on a aussi 
f o g(l)=A et f © g(A)=B 
KA+2KI1=0 = K'B+2K'A=Ù carf 
conserve le barycentre 
d'où K'B+2K'A=0 or on a KB+2KA=—Ù 
d'où K'=K par suite f c g(K)=K 


d) fog est de rapport 2. (d'aprés 3) a) ) 
€) fog(K}=K d'où f cg est une similitude 
indirecte de rapport 2 de centre K. 
soit À son axe 
f(A)=B , d'où À porte la bissectrice 
intérieure de [ KA. KB | orKe [AB] 
d'où À est la perpendiculaire à (AB) en K. 


SIMILITUDE CMS CH4 TOME) 


EX 22 : EX 24 : 
f:M@R MG | 
tq: Z'=(1+i).z+1 : 
f est de rapport [1 +i|= 2 de centre I d'affixe : * 
h (1+1). Li S -(1+1)+i =i(14i)-ii 1 , 
1-[1+il" 1-2 à 


Z,=-] 


l 


soit À son axe. 


A={MGYIM = V2 IM} 
IM'=2.M à 2+1=V2.(2+D IN 
| : 


fe en 2 ; B 
—, (1+i).Z+i+1=V2(2+1) , on pose Z=x+1y RE : 
*e : 
| 4 
A.  H À : 


= (1+iXx—iy)+1+i=V2(x+iy +D 


em (x+y+D+itx- y+D=(V2x+V2)+iV2.y 0 
x+y+1=V2x+42 = | 
= hu A 
x—y+1=V2.y Se 
& x-(1+V2)y+1=0 PR # 
d'où À est la droite d'équation : x-(1+V2 }y+ 1 =0 
EX 23 : 1) a) dans le triangle OBJ on a : H=O *]J 


z'=-Siz+l+i HO=HB carHe D, d'où HO=HB=H]J 


nn — H:le centre du cercle (& ) circonscrit 
_=SiQ#i)+1#i _1#i au triangleOBJ 


M .12 É 
1-|-5il H=O * J — [OJ] diamétre de (4) 
soit À son axe 


1) fest de rapport |-Sil=5 de centre J d'affixe : 


d'où OBJ est rectangle en B 
A={M(7)/IM' = SIM | , SOit Z=x+1y de meme : OBJ'est rectangle en B 
1+i 1+1 b) (BJ") L (BO) et(BJ) L (BO) 


IM'=SJM & 7-——=5.(7-—) _ | 
6 6 = (BJ")//(BJ ) d'où BJ et J' sont alignés 
 67z'-1—-i1=5(6z-1—:) 


= 6.[-5i7 +1+i]-1-—i=30z-5-5; 
> 30.17 +6+6i-1-i-3072-5-S;i 
 30(z2+i7)=10+10i à 3[x+iy+ix+y]=1+i 
= 3x+y)+3i(x+y)=1+iS 3(x+y)=l 
= 3x+3y-1=0 

d'où A: 3x+3y-1=0 


2) soit l'=f(1) 
Zr=-S.i.Z,+1+i=-51(0-}+1+i = - 4 - Tdi 
f(#)=(6") avec (4”) est le cercle de 
centre l' de rayon 5V5 
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ne 
2) 
f(O)=J' 


a) fest d'angle {F6. O7") = (oi.o7)+rç27) 


7 Æ 

= DUT = "5 (27 
b) l'image de la droite (BJ) par f est la droite 
passant par f(J)=0 et qui luiest 1 
—> f((BJ))=(OB) 
de meme f ((BO))=(BJ') 
(BJ) Nn(BO)={B} — (OB)n(BJ'}>={f(B)} 
— f(B)=B 


f est de rapport _. =cotgBOJ =cotgBOA 


_ OÀ _, 
AB 


de centre B 


7 
g(O})= 7" 


a) g est de rapport Sr car f(J)=Oet f(0)}=T 


b) g est de rapport différent de 1 , d'où g admet 


un unique point invariant Î 


c) ge g(J}=g(0)=J 
g°g=h4s 
g°80xJ =h,;,0)xJ = le (1j) 
d)h.,Q)=-J'e U'=A4U < 41-L'=0 
= == 3 (voir figure) 
L|soit À son axe 
g(1}=0 — À porte la bissectrice 


intérieure de [10 | 


1 32 


CH4 TOME2 





1) a) BA=AC et BA x 0 d'où il existe un unique 

antidéplacement f tels que : f(B)=A et f(A)=C 
b) f °f(B)-f(A)=C z B 

fof #id — f n'est pas une symétrie ortogonale 

par suite f est une symétrie glissante. 

[soit ü son vecteur et À son axe 

fof=t,, 


f of(B)=C = 2ü=BC = 4 => BC=KI 


[f(B)=A = K=A*BE A 
f(A)=C = IA *X CE A 
d'où A=(IK) 


c) soit C'=f(C) 
fof=t> 
f o f(A)=f(C)=C' > 1 (A)=C 
— AC'=BC — AC'=AD car ABCD 

est un parallélogramme 

— C'=D d'où f(C)=D 

d) D'=f(D) = f °f(C)=D'= 1: (C)=D" 

— BC=CD'— C=B*D' = D'=S.(B) 


SIMILITUDE CMS CH4 TOME2 


Ne? NHQLE 
in f(D)=J 
BD _. BI = a 
= 2 = 2c0tABI = 2cotg © =2V3 (Ob.15) = (46.41) 2m 
= a(2 
l'ai. BD) = (é. 15)27) = = 50 x) œ(27) 
NH _ AI 
——  cari=A*%=)J 
d'où S est de rapport 2.V3 d'angle © OD AO 
2 = COS(æ) 


f est de rapport cos«æ d'angle «æ 
O=A * D = f(O)=F(A) * f(D) 
— 1=J * f(A) = f(A)=S, (J) = f(A)=A 


b) (é°) est de centre K 
(4") de centre I* D=L 
K.I et L ne sont pa alignés et Le (6 )"n(6 
d'où (4) et (4") ne sont pa tangents en I 


par suite (4’}et(£") se recoupent en un 2" point 2 2) f est de centre A. 


soit æ@: le centre de S —_- AO 
ae on a : cosBAO=cosœ=— 
S(A)=B = (oÀ. ob) =—(2r) = we (6) AB 
2 d'où AO=(cosæœ).AB et 
S(H)=D—=6E(() 


we (4)n(')= we {1,0} (AE, AG) = a(22) 
SDzr1=œ42I d'où &={1 d'où f(B)=0 
S est de centre {2 


10=B *C = f(0)= f(B)* f(C) 


3) g=foes 
e = O*f(C)= f(C)=S, (0) 


O g similitude indirecte de rapport 1x 23-243 


f(C}= 
Og(A}=f ° S(A)=f(B)=A , g de centre À . . 
Jg(D=f e SH=D)=D", (BJ=O _, OE_ 
l'axe de g est la droite (d) qui porte la f(C)=E BC 
bissectrice intérieure de [AL AD | | [ee ds 
g(C)=E 


QE 
a) Ug est de rapport —— =cosæ 
)Ug PP BC 


[O0=B *C = g(0}=g(B) * g(C) = g(O)=O*E 
— g(O)=1 
b)get Sr, °f sont deux similitudes indirectes 
S or) ° (B)=S,05;, (0)=0=£(B) 
Se) ° OS 06, D=IEg(0) 
g et Sr, °f coincident sur deux point distincts 
d'où g=S%,°f 
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4) a) g(D}=S,r, ° f(D) 


=S 5, (J)=A car (OE)=med| AJ] 
BASS où, © D}SS op, (A)=J 
d'où go g(D)=J 
-E° 8h a 


gog(D)=S = h,,,,:, (Di = Ge (DJ) 
b) ge2(B}=g(O})I = h,, :, (BY 
— Qe (BD 


c) {Q}=(DI) Nn (BD 





b) [BO) : bissectrice intérieure de ABC 


| et ABC = + 


CBCA+CBA+BAC=r = +7 4HAO27 


(1)+(2) = le triangle OBA est isocéle en O 
(OH) L (AB) = (OH})=med|AB] 
comme HE (AB) alors H=A *B 





CMS CH4 TOME? 
2) f(B)=0 
f(H)=H" 
 OH'_277 140 1: 
BH AH  2AH 2cosA 
RUE 
ue 2 
6 
(BA OH°) = (HÀ A)@m) 
= (AA. AR 27 
XX 
=—(27r 
= (27) 


d'où f est de rapport 


NE d'angle = 
b) HEB * A = f(H)=f(B) * f(A) = H'=0 *f(A) 
H'=0 * f(A) = f(A)=S,.(0) = A)Y=A 

d'où f est de centre À 


3) De (1) = (OD) L (AD) 

De (FT) = (BD) L (AD) 

d'où (OD)!1(BD) —= O,B et D sont alignés 
b} ABC rectangle en C 


H=A * B = HB=-HC=-HA = HB=-HC 


CBH=+ . le triangle BCH est isocéle en H et B=2 


= E=7 doù BCH est équilatéral 


- (06.07 )=(68.0c)2m= 742%) (1 
le triangle ODA est rectangle en D et H'=20 * A 
— H'O=HD (2) 
(1}4+(2) = ODH est équilatéral 
Usoit C’=f(C) le triangle BCH est équilatéral direct 
donc son image OC'H' est équilatéral direct 


comme ODH'est équilatéral direct alor C'=D 
par suite f(C)=D 


c) soitIC*H ,1e (BO) car BCH est équilatéral 
[BO) : bissectrice de EBH 


on à : (AD) L (OD) = (AD) L (BD) or (BO) L (CH) 
d'où [((AD)C(CH)l (1) 


SIMILITUDE CMS 


dans le triangle ABD on a : H=B * A et (AD) (HI) 


d'où AD=2HI d'où (2) 
(1}H+-(2) = ADCH est un parallélogramme 
or : HA=HC d'où ADCH est un losange 


4) 8=S ou ° f 

a) g(A)=Sou © ÉA)=S nn (A)=C 
g(C)=S 9 ° AC)=S 0 (D) = D 

b) comme étant la composée d'une 


similitude directede rapport Lu et d'une 
V3 
similitude imdirecte de rapport 1 : 


g est une similitude indirecte de rapport 


si 


cg Eat), at 


g ° g(A)=g(C)=D = h L (A)=D = ND=< A 
(9. 


i 

"a 
nDA-30D—0 = Afi= = AD 
D g(A)=C 


— À porte la bissectrice interieur de [AA.RC | 
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Ch 5 Tome 2 CMS Coniques 


QCM 

1) v° = #x 

2} H1,-1} 

3) 2 

4) la réunion de deux hyperboles 


De=ÿ 


Vrai ou faux: 


1) faux Pix=nytes Pi y 2x 


(P) est une parabole de sommet ©, de foyer F{ = 0), de directrice D: x = = 


2) vrai 
(P:x2=4y € (P'):y2=4x 
S,:M(x,y)r M'{x, y 
tgi4 
y'=x 


Mi{x,y)e (2) M {y,x)e (P 


3) vrai 


y? 


x’ 
(He 
(57 (JS? 


H est une hyperbole de centre O, de sommet S(0, V5) et S ‘(0,-45) 


.(x+2P CIE | 


4} f, H | 
} faux (À) 5 4 
se 2 2 

soit wf-2,1) dans R'={(w,i, j) CES 

2 —2 - = 
Arr et Me dans R'=(w,i,j) 
5) faux 

x? y? C 5 WE 
De ere PR ee b=3)a =2 (c = b”-a) 
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Exercice 1 





1) Soit K : le projeté orthogonale de I sur D on a K(1,0) 
(Il) est de foyer F=SH(K) I=F*K —F(3,0) 
Soit M(x,y) et H son projeté orthogonal sur D =H(1,y) 


MEe(TD > MEF=MH 
(x-3} +y2 =(x-1} 
> y? =4.(x-2} 
D'où (T1) a pour équation : y? =4.(x-2) 
2) 





Exercice2 
1) Soit M(x, y) et H son projeté orthogonal sur D HG3,y) 
MEe(Tl) & MF =MH 
> (x-2} +(y-2} =(x-3} e(y-2}2 =-2(x-5/2) 
2) (TT) est de sommet S(5/2,2) 
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F 
L ] + * + * + b ] + 
Pi 
US 
DR ail 
Exercice 3 
1) (IT) : y? = 4x F{(1,0) et D :x= -1 
2) (Il): y?=- 4(x-2) 
X =x-—2 
On pose : S'(2,0) 
YF = y 


Dans le repère R'=(S ‘à j) 

(():Y2=-4X parabole de foyer F'(-1,0}g de directrice D’ : X=1] 

a/ Dans le repère R=(0; i: j) F’ a pour coordonnées (1,0) d'où F' =F 

b/ D': x=3 

c/ Soient K et K’ les projetés orthogonaux de F sur D et D’ =K(-1,0) et K’(3,0) 


—[ —2 —— [2 = = 
FK et FK"\ |=FK=-FK 
- 0 0 
FK et FK' sont de sens contraires = F est compris entre D et D’. 


3) Mxy) el) 
2 
= 4x ?=4 x=| 
: — . di > ) 
y =—4x+8 4x=—4x+8 y‘ =4x 


x=| x=] 
— ou 
ÿ=2 Pn 


(DIT )={A(1,2) : B(1.-2)} 
4) (IT‘')}:y2=8x+8 
(TT ‘’}: y2= 8(x+1) 


On pose FX=x+1 
Y=y S’” (-1,0) 
Dans le f R''=(S"", i, j ) (11): Y2=8.X donc [l'')est une 
Parabole de foyer F’’(2,0}» et de directrice D’: X =-2 
a/ dans le repère R={O, j) 
F"”" a pour coordonnées (1,0) D’où F'"=F 
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.bWD':x=-3 
c/ Soit K°*' :le projeté orthogonale de F sur D'’= K''(-3 0) 


> Lt ne 
FK et FK" = FK'"'"=2FK 
0 0 
FK"' et FK sont de meme sens D'où F n'est pas compris entre D et D" 
y = 4x Ë = 4x ee 
Vs 


Lee 
or = Srx+$ dx=38x+8 
D'où (MN) 


y =-8 impossible 


Exercice 4 


a) (P,): y? = 10x S = 0 


5 


b) (P;): x?= 12y S=0 
F, (0.3) D,:7=-3 


c) (P3): y?= -10x S=0 


F(-2.0) D, :x= 


h | Un 


(P)=S,(8)=S,,(8) 


d) (P,) : x2=-12y S=0 

F(0,-3) D:y=3 

(P4) = So(P2) = Soy(P2) 

Exercices 

L) F(-2.0) S(0,0) (P): yi= -8x 

2) S(0,0) D: y =-3 (P}: x2= 12y 
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Exercice 6 





(P) : y?= 6x 

D'où F(2 ,0) 

ü ( 1 ) : Vecteur directeur de D 
m 


Fe D 


D'où D a pour équation : 


-m(x-:) 
Y—m 2 


Met M'Ee (PY"0D 


Les coordonnées de M et M' sont solution du système : 


3 
y=m(x-°) y = m(x—;:) 
| fat 7 m2 ( =} = 6x 


y = mx -° 
mix? — 3(m?2+2)x +<m? = 0 
(E):m2x2 — 3(m2 + 2)x + Êm? = 0 
A=36(m+1)>0 


Désignons par x’ et x”’ les solutions de (E) 


x' et x’’ sont les abscisses de M et M' 
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he . 
KT 2* m2 
KE D d'où yx = m(xx — ©) 


3 D 3. 4.3 
M d'où Kk(5+— =) 
2) K(x , y) où à — ; TAN 

é 2 


D'oùx-== 3. (2)? = y= 3.(x 5) : (0 
F(3/2 :0) On pose {* 


Dans le repère (F, ü, j) 
(r): Y?=3X 


Lorsque m varie dans R le point K varie sur une parabole de sommet F, de foyer F; (£ ; 0) 
de directrice A: X = -{ dans le repère (F,i, j) 


3) d’après 1) 
3(m? +2)+ 6/1+m° 
ME 
3(m° +2) - 61 + m 
nm — pose 


3 / ) 
3 
YMr = —( 1-41 + m° 
Soient (A) et (A') les tangentes à (P) respectivement en M et M. 
(4): yuy = 3(x + x) 
(4): ur. y = 3(X + xy!) 


1 
ü 


M 


: | : vecteur directeur de (A) 
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3 


YMr 


# + g 
u.u'" = 1 + 





= 0 


YM}YM: 


(*) soit (d) : la directrice de (P) 


ee — 
(d) : x = - 


(A}N(d) = A (= —)) 


CMS Coniques 


1 
uw | | : vecteur directeur de (A') 


D'où (A) L(A") 


À € {(A') d'où (A)n(A'}= {A} avec À € (d) 


Exercice 7 
D pe 
a) (H}: pe = 


F(0,./34) : F'(0,-1V34) 


9 9 
D:y=—= ; Dy= — 
Ve Tom 


M MT re 
X=— : X=— 
V34 34 
De 
c) (H) _ = | 


; 16 é —8 
X=— ; X= — 
2V5 ÿ5 


Exercice 8 


S(0,3): S'(0,—-3) 


V34 


"8e 


S(5,0 ) : S'(-5,0) 


«| 
a 


S(4,0); S'(—4,0) 


1) F(12,0); SG ,0): a=4; c=12:; b = Ve? — a? = 82 


2) (0,5); F(0,-5); e = V3 
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PÉARIREEe Et 

c=ÿ;e=z es 
2 

Œ — Vc?-b2=5 3 


2 2 
D'où (H): -5+ = 1 


3 3 
3) F(0,2); D:y=-3; e = 3 
Soit M(x , y) et H son projeté orthogonal sur D : H{x , -3) 


MF 
M(x,y)E(H)= —=es MF?=e2 MH? 
MH 
x? +2) = 3(y +3) (4): LÉ + CN 2 7 
2 


Exercice 9 


(P) : x2- + =]  (P)est de centre O, de foyers FCÈ ,0) et F”(- = 0) 


©) 


De sommets S(1, Ojet S’(-1, O) et d'asymptotes À, :y— - x et À; :y=- = X 





Y=—Xx 
b\ /—b - 

bien ue run 
a/\a a 


D'oùC=Va?+b?=av2 = e=-= 2 
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Exercice 11 
(H}:xy = 1 

1 
(H)}:y = = 

1 
(H}) = (C;) avec f(x) = à 
1 “À 

A(,1): 8(2,5); C(=.-2) 
1) La tangente (T) à (H) en A a pour coefficient directeur f(/) 


Fa PDT 





YB—Yc = | 


La droite (BC) a pour coefficient directeur m = PRET 


(1) .(—-1) = —1 = (T) 1 (BC) 


pr(33)  EF(<) 


6 


À : la hauteur issue de À au triangle ABF 


M(x Y)EA = AM LBF 
—1 
= 1(x — 1) + een 


— i Ve 
FR 


D'où A:y=6x—5 
3) A * la hauteur issue de F 


ae 17 
y= 2x 


an fe) 

x (6) =1 — HE(H) 
Exercice 12 

a) (E): +2 =1 


+) 


(a=s: b=2;:c=V5:e=— 


D'où F(V5,0); F'(-V5,0) 
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| D x S D' = 
X=— ; Dix = — 
v5 v5 
De sommets A(3 ,0): A’(-3,0) 
B(O,2); B'(0,-2) 
PE 
b) (E): 1. 1 
b>a 


F(0,V5); F'(0,-v5) 


a = 1 ; b=> 1 É= ba =- 
4 
"5 
F(0.): F'(0.->) 
3 3 
Dee : yes 
12 12 


De sommets principaux B (o +) : B' (o ,— :) 
De sommets secondaires A(1 ,0): A’(-1,0) 
Exercice 13 

1 
M(z) — M'(z')avec z' = È 


DI=M:+M" 


z+z' 
2 





1 1 
Z = = 3[Ret9 + =.) 


1 1 
Zy = 3 [R (cos 0 + sin) + R (cos0 — sing] 


2 = 21(R+2).c050 + 1(R 1) sin0à 
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Re(z;) = (8 + ).cos0 
1 1 
Jm(z:) = 3 


= 2 (R+ 2 )cos6 
x=2( =) cos 


1, 
y = z(R - = )sine 


x? y 


2) I(x, y)tel que | 


2 


5 — 


Le Ee-3] 


cos?0 + sin°0 = 1 — 


Equation cartésienne d'une ellipse (E) 


vais) o-i(r-) 
a >b c=y/a?-b2=1 


(E) est une ellipse de centre O, de foyer F(1 , O) et F’(-1 , 0) 
De sommets A(a,0); A'(-a,0) 
B(0 ,b); B’(0,-b) 

Exercice 14 
1) R = (o,i,j) 

(x+1)* y’ 

C): ——+—=1 
(c) 4 3 
X=x+1 

On pose +, =? w(—1,0) 


Dans le repère R' = (w, f, j) 


X2 y! 
"RE rue 1 


(©) est une ellipse de centre w, de foyers F(-1 , Or: ; F’(-1 , Or: ; de 
sommets principaux A(2 , Ojr: et A’(-2 , Or: 


de sommets secondaires B (0 s V3) r' et B'(0 ù —3) e' 


De directrices D:X=4 et D’: X=-<4 


Ch 5 Tome 2 CMS Coniques 


Em SES = 





i 
' 
1 
! 
! 
! 


2)z=zm=ref ; Me(C) 


a) M(r.cos8 ,r.sin0) 

(C):3x? +4y?+6x-9=0 

(CY: ACT + y?) = x? - 6x +9 

(Cr 4x? +y2)= (x 3} 

ME(C) =  4(r’.cos?8 + r2,sin2g = (r.cos0 — 3)° 
= 4r? = (3-7. cos8)}? 

—+ 2r =13-7r.cos6| avec r < 3 


3 


D'oùr=3-7r.cos8 = 7° 
2+cos6 


b) M' = So(M) 


MM' =20M = ?2r 


: 6 
2 + cosû 


MM' 
80=7x (27) +MM'=6 

d) 8=0 (2x) => MM'=2 
Exercice 15 

1) (C): 25x° + y?) = (3x — 16)2 


G+3) y? 
25 16 





(C): 1 
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(E) est une ellipse e = = = : 
2} on pose r = OM; Mfr.cos a, r.sin a) 
M E (€) = 25(r2.cos?a + r£.sin?a) = (3r.cos a — 16)° 
— 25r°=(16-37r.cosa)? 
5r = 16—3r.cosa 


— 5r=116-— 3r.cosa| = | ou => 
Sr = —16 + 3r.cosa T = 


D'où 
3)a) (OM) n (€) = {M',M) 
Soit OM'=7r" : M'(r'cos(a +7) ,r'.sin(a +)) 
D'après 2) 
r' = 0M'= pes 
5+3cos(a+r) 


16 


PME Eqe 


1 1 5+3cosa 5—-3cosa 
RS 20 pr 


r e 16 16 





(x+3)2 y? 


DCE 21 





Coniques 


___ 16 


7 S+3cosa 
ou 
16 


5-3cosa 





< 0 


w(—3 ,0) (C): — + = 1 dans R' =(w,i,)) 





+— = ———— car 0E|MM)] 
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Exercice 16 


a>b +c=4/a?-pb? 
x2 y? 
ŒE)3+t,z= 1 
XX } Yo 
(T) + 2 “1 


my: xX—-—.y+p=0 
ee. 

Mo € (T”) PT 202 %0 Yo 

d'où 


(T'): a? yo x — D? xo y — cyo xo = 0 


2 2 
COX C x 
pour y=0—x— = d'où n(S0) 








c2 272 
pour x=0—y=- 7 d'où P(o ee) 





a? 
MP = fxt+ vo 
MN _b 
M,P a 


149 


Ch 5 Tome 2 CMS 


Exercice 17 


F{c, 0) a? = b? + çc° 


dans le repère (F,f, j) 
(x+c} y 
a 
a? b2 
(E):b{x+c)+a2.y2= a2bp? 
(E): a{x?+ y?) = (b?- cx} 


(E) =] 


Coniques 


soit r = FM 6 = (5 FM |[2x] et r'=FN  ; FN)=06+ [27] 


M (r.cos 6, r.sin 0) 


Dans le repère (F,i, j) : 


N(r'.cos(® + x},r'.sin(8 + x)) 


Me (E) = a{{r2.cos 28 + r2.sin 20) = (b?- cr.cos 8} 
=> a?r?=(b?i-cr.cos 0) 


= ar=bi-cr.cosf ou ar=-bl4+cr.cos8 


b2 — h2 
DI=———— QU F=—{Ù0 
a + c.cos Ê a — c.cos Ô 
d'où 
b 
r = FM = = 
( [1] G 
2 2 
r‘ Das din ue 
a+c.cos(8 +) a—-c.cos8 
1 1 _2a 
Rp LU 
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Exercice 18 
1) f: MX, y) = M'(X, r}) 


5 F = V2(x + y) 


Y = V2(x- y) ” 


M(z) 2 M'(2) 

Z=X+iy :  Z=X+iy 

avec Z = V2(x + y) + iV2(x — y) = V2(1 + à).z 

d’où est une similitude indirecte de centre O, de rapport |V2(1 + i)| = 2 
soit Asonaxe. A={MEP/ OM'= 20M} 

OM =20M 7 = 22 = V2(1+i).z = 22 


 V2(1+i)(x — iy) = 2(x + iy) 


NE = y=(V32-1} 


d'où 


f = h(0.2>0Sa = SaOh(02) 


2)a) (C"):5X2 + 5Y2 4 5XY — 64 = 0 


D'après (+), (C):5 (V2(x + ») +5 (V2 - ») + 12x22) -64=0 


LEE LL ET TE ET 


Rs tonnes ss mans tri sacre ue 


(©) est une ellipse de centre O, de foyers F (0 û V6): F ‘(0 3 —V6) 
—8 


— 


Diy= + : EYES 

b) (©) = (€) 

(C ‘) est une ellipse de centre A0) = 0 : de foyers K(2V3,-2V3) = f(F) 
K'(-2V3,2V3) = f(F) 

De directrices À = f(D) et 4' = f(D') 
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Exercice 19 
1) f:M(x,y) M'(X,}) 
1 
X = -(x+v3y) 
tq % 
ÿ=-(-Vax+ y) 
f:M(z)r MZ); z=x+iy; Z=X+i 


1 1 
kg: Z= = (x+ V3y) + zit-Vix +y) 


7 = ’ [Cx + iy) — iV3(x + iy)] 


1-iy3 
4 





.Z 





ie 
4 angle Arg ( à 


D'où f est une similitude directe de centre © ; de rapport | 
—H 
3 


2) a) Ars = Re 
ÿ=1(-Vix+y) y = V3X+Y 
D'où (C'):15(X — 137)" + 13(V3x + 7) — 2V3(X - V3Y).(V3X +Y) - 768 = 0 
(C'):48 X°? + 64 Y? — 768 = 0 
A". 
(C”): Ta += 1 
b) (C') est une ellipse de centré O, de foyers F(2 ,0) et F(-2, 0) 
de sommets (4,0); A'(—-4,0) : B(0,2V3):; B'(0,—-243) 
De directrices D:X =8 ; D':X=-8 d'excentricité e =: 
(*) (Cest une ellipse image de (C'}) par f” 
(C) : ellipse de centre O, de foyers K(2,2V3);: K'(-2,-2V3) 
De sommets S(4,4V3) ; s'(-4,-4V3) 
L(-6,2V3); L'(6,-2V3) 


1 
E —— 
2 
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Coniques 
*_ Exercice 20 
1) (E) : x2+ +4 =] (E)est une ellipse de centre O 
de foyers FCÉ,0) et F”(- 2,0) 
de directrices À : x = et A’:x=- = d'excentricité e = 2 


de sommets A(1,0) ;A(-1,0) ; B( , =) et B'(0 ,-2) 


2) D:x=1; D’':x=1 : F(2,0) Mo (cos(8).=.sin(8)) Ozk.r ke À 
a/ xh+4.Yh,= COS 8)+sin2(8) =] =M,E (E). 
b/ T: x.cos(6)+ 2y.sin(8) =1 
c/ K(x,y)e TND 











= | 
= ] 
È co8(9)+ 29) 21 pe LE SOS(E) © KE de meme KL LÈONO) 
à y. Z y 2. sin(6) .Sin(@) 2.sin(ê) 
.-43 1-3 
>FKk| ? et FK' | 
1- cos(Ô) 1 + cos(@) 
2.sin(ô) 2.sin() 
ss nd — RE 
FRER =[1-% ("3 + on) je je 
2 L 2.sin(@) 2.sin(@) 4 4.sin’(@) 
d'où Le triangle KFK°’ est rectangle en F 
Exercice 21 
y+i) 
1) (E):x?+4y/+6y=0 = et = 1 
4 16 


re le . y+ w(0.+) 


x2  y2 
Dans le repère R' = (w,i,j) ARTrE" I 
16 


© 


(Ë) est une ellipse de centre w, de foyers F (= El 0) F' (Æ., 


) 


De sommets A(%,0) ; 4'(-5,0) ; 8(0,5) er 8'(0.<)  Dansierepère R 


2) (E):(3x + 5y)? = (16x — 1)(5y + 2) 
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2 1,2 
CT, 1 
4 100 
Dans R° = (w,i,f) avecw(£,=) 


Xp 
pre 1 
4  10Ù 


ellipse… 


3) (P}:x?— y = 3x —1 


Ex(r-D = y45 


3 
TESTS É À 


5 + 
= 


dans le repère R° = (5,5 j) 
(P}:X?=7Y 

(P) est une parabole de sommet S de foyer F (o à) de directrice YŸ = © dans le repère 
R' 

Exercice 22 

soit (©) cet ensemble 

(H): 4x2 — 9y2 + 8x + S4y — 113 = 0 

G+ G-3R 


9 4 





(H) 


Ri = (w,i,j) avec w(-—1 ,3) 


Dans R, : 
X* vi 
CH) 9 À 1 


(H) est une hyperbole de foyers F(V13, 0), : F'(-V13, 0), 
1 1 
de sommets S(3 O}r, ; S'(—3 , Or, 


d'asymptotes A::Y = 2x A,:Y = ZX 


soit 
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G+5) 
EXT — 3) 
(E):16x° + 9y? + 12y2 + 12x —54y-47= 0e FH. C ) = 


621 621 — 
64 36 
N 2” y? 
dans R;, = (Qi, j) avec n(=,3) E)': rt =1 b>a 
64 36 


57 57 
(E)est une ellipse de centre N de foyers F (o +) »: F' (o Fe 7) 


3 
521 521 Lys 
comme AT). F (7) a (2 





D'où (C)=(E)U(H) 


Exercice 23 


21 2 
(C): Fr) = (x —1)2 


|, 


y? 
(Ex =x-1 ou xt +1 


y 
(+) (E): a = —x2+1 
2 
(E): x? += 1 


ellipse de centre O, de foyers F(0 , V3) F'(0,—3) 
de sommets B(0 ,2) B'(0,—2) A(1,0) 4'(-1,0) 


2 
(+) (H}: = x? - 1 
2 
(Hyx2- 22 1 


(H) est une hyperbole de centre O, de foyers F(V5 ,0) F'(-V5 ,0) 
de sommets A(1,0}) 4'(-1,0) et d'asymptotes Apr À,:y = —-2x 
(C) = (E)U(H) 


155 


Ch 5 Tome 2 CMS Coniques 





Exercice 24 


(Cn): mx? + (1+m°)y? — 2my = 0 
m 2 m° 
a) _1+m 


1"cas : m = 0 (Co): y = 0 droite 


(Cn):mx? +(1+m°) (y — 


Er mu) 


2'cas:m#0  (C,): 
= ) I 


m m° 


ms = = 
1+mi 1+m° me 


Les pour m=1 = (C) est un cercle 
2. m<0 = (©) : hyperbole 


3, m>0 etm#l = (C.) est une ellipse 
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Exercice 25 
1}et 2) 
1. pour x >0 


(C):4x2 +y2—-16x-20=0 à 
w(2.0) danslerepèreR, = (wi)  (e): 4% 
ellipse de centre w, de foyer F(0,3V3) F'(0, 33) 


de sommets A(3 ,0) 4‘(—-3,0) B(0,6) B'(0 ,—6) 


2. pour x < 0 
(C):-4x2+y2-16x7-20=0 © -(x+2}2 +27] 
4 
dans le repère R; = (5,7) ; Q(—2,0) (C):—x24% =: 
4 


hyperbole de centre N ; de foyers F,(0,V5) F,(0,—V5) 
de sommets S(0,2); S'(0,-2) d'asymptotes 4,:Y = 2X : A, = —2X 


D 


EE ER RTS 


_. 


e 


us 


Le 


> 
5 


de un dé UE 


Se 


À —— 
& 





MR 
me 


4 
t 
Fr 
I 
l 
h 
+ 
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3) x=0 y = 295 où y =-2Y5 
(€) n (oy) = {A(0,2V5):4'(0,-2V5)} 
{*} (T;} : la tangente à (E) en A 
A(O,2V5), — A(-2,2V5), 


A NE) 


ER R 


(T1): 4X — V5Y +18 = 0 

dans le repère À = (0, i,f) (T1): 4x — V5y + 10 = 0 
(*) (T2) : la tangente a (H) a A 

A(O,2V5), — A(2,2V5), 


2V5Y 
(T2): 2x4 2. 


(7): —-4X-V5rY+2=0 
dans le repère À = (o, ï, j) (T2): 4x — #5y + 10 = 0 
(T1) = (7) 


Exercice 26 


(Ch: y? = x? -6x +5] avec y>0 





*pour x E [1,5] (Ch:y = —x2+4+6x-5 + (x—-3} +y?=4 


cercle de centre K3 , 0) de rayon 2 


“pour x E J-o,1]U[5,+o[ (Chy2=x2-6x+5 er _r- 1 
(3,0) R'= (1,17) hyperbole équilatère de sommets S(2,0)k: et S’(-2,0jr: 
d'asymptotes Ÿ = X et Y = —X 
Soit  (C1°) : Le demi-cercle de (€) situé dans le demi plan y>0 
(F0) : La partie de (H°) situé dans le demi plan y20 


(€) = (€) u (#7) 
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1e rd 
“. Fu 
"+ a“ : 
N # 
ss # 
“ (Q) Po 
\ # 
w ra 
: AL 
Di N 
\ 
# L" 
# “ 
“ Fe 
LS \ 
# “ 
x te 
# + 
Exercice 27 
ee N 
1. x20ety2z0(C):—=+-=1 ellipse 
À, x>z0et y<0 


(@): £-2 = 1 hyperbole 
3. x<0et y<0 

(©): -2+2 = 1 hyperbole 
4, x<0et y<0 


(C}: — (16x° +36y°) = 576 ensemble vide 


Exercice 28 


Aifa,0) A;(-a ,0) T:x=a 


ë 1 
P(xo,Yo) EE) = += 


XXo Yo 
T: RE 


Coniques 
ie | 
pre 
—. 
Bi 
= ——y 
Y=—3 
Pix = —a 
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nnT={na%(i-*)})  nar=fr.(-a.f(1+#)) 
AE) EF (eu) 


—+ —— b* X9 b* Yo 
AP, . A;P; _ yÈ (1- &)- y (2) = b° 


Exercice 29 


(e-3) (+2) 


crane er 


8 
Ne - 
an (T ; î 
TD 

"G 7) 


(©): + +%=i 
Cr: 
I(2,3)e —1(. =). 


T: une tangente à (C) en MX , Yodr’ 


dans R' = (w,ij) 





XX) Yh 
Ti + = 1 
Ë 4 

7 
T:2X Xot YM=Z 


3 7 
1(5,5)eT = 849 +50 => 
x£ 
Riu = 2X/+72=- 


5 7% 


déterminons les coordonnées de Mi 


ne compléter les calculs. 


3Xo+2V == 
2 X£ + == 
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. Exercice 30 


st 


d'où A(a,0); B(-a,0) 


(E): 


IA = A0 = A=0:1 = I(2a ,0) 


at y 
7 ENS. 
E a 
: 1H dé ee 
Ne, ‘ 
En 


P(xo , Yo) Q(Xo ; — Yo) 
x? 4y? 

(E): £ + THE: 1 

(T): la tangente à (E) en P 


+ HAN 





Th = 1 





V3 
FD —"s « 
a 
H=P+Q —=H(>,0) 
V3 
[yol a 3 
eg(jPlo) = ca(Pin)= = ee 47 © 
2 


— PÎH = 16,1 PÎQ = 32,2 
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Q.C.M : EX 1 : 

1) AB À AC est normal au plan ABC ona: GB+GC+GD-Ù 

2) |AB « AD]=|BA « 8C| Aji-l AG 


3) a) AB À AC=AB À AD 
b) AC À EG=0 
C) AC.FH=0 


ve 
6 


VRAI - FAUX 
l)a} (vrai) 


eneffet GDAVYLY = v Lÿ d'où ÿ— 
b) (faux) 
contr exernple : dans le cube précédent on a : 
AB À AC=AB À AD mais AC # AD 
c) (faux) 
U A V=V A W € (ii À V)-(V À W)=0 
65 (Hi À V)HW À V)=0 > (+) À V=0 
+ V et ü+W colinéaires 
2) (vrai) 
en effet : l'image d'un cube d'arrete a pour 
une hométhétie de rapport a est un cube 
d'arrete axa=a” d'où son volume est (a? } =a* 
3) (vrai) 
soit Î : le centre de S 
et l': le centre de S' 
[la transaltion de vecteur I l'est la seule 
transformation qui trabsforme S$ et S' 
Csoit J=IxT 
S,(S})=S" 
l'homothétie de centre J de rapport -1 est la seule qui 


transforme S en S' 


4 

rl — 3 — 

d'où JA=—-BA et JB=-AB 

4 4 
1) 
3KA + KB+ KC+ KD= KI +JA)+(K) +JB)+(KI+1O)+(KI4 
= AK) + A+ JB +2KT +(IC4 
TE 

ER eee 
a NE 


=4KJ +2KT 
2) 


=3KA+3KG+# GB+GC+GD) 
Ô 


—3(KA+KG) car K=A+G 
—{) 
doù 4KJ+2KI—0 
— KI=2K] — Ki et K]J colinéaires 
d'où LK et J sont alignés 


EX 2: 
1) la droite (AE) est perpendiculaire au plan (EFGH) 


d'où (AE) L (FH) = AE.FH-0 

CO 'EFGH est un carré d'où (EG) L (FH) 

— EG.FH=0 
AG.FH=(AE+EG).FH=AE.FH+EG.FH=0+0—0 

de meme AG.HC=0 

2) AGFH=0 = (AG) est orthogonale à (FH) 
AG.HC=0 — (AGj)est orthogonale à (HC) 

la droite (AG) est orthogonale à deux droites sécantes 


contenues dans le plan (FHC) 
d'où (AG) L (FHC) 


Géométrie dans l’espace 
EX 3 : 

D. 

désignons par {w}=(£G)n(FH) 
on à : W=H*F=E *G 


CMS 


dans le triangle FGH :(F1) et (GW) sont deux médianes 


(FD N(GW)={P) 


doù P'est le centre de gravité du triangle FGH 
_de meme Q est le centre de gravité du triangle BFG 
Ï 


on a donc : GP=<GW=-GE 
d'où |3PG=-EG 


de meme : GG-=G5 


360-261 = 3.6Q-GB+üF] 
par suite : 3PQ=3PG+3GQ 

3PQ=-EG+GB+GF 

— 3PQ=-GB+GF-GE 

2) 3PQ=GB+GF + EG 
3PQ=GB+EF 

GB.EG=(GF+FB).(EF+FG) 

=GFEF+GFFG+FB.EF+FB.FG 

=0-GF° +0+0=-GF° 

EF.EG-EF.(EF+FG)=EF°+EF.FG = EF? 
d'où 3PQ.EG = (GB + EF).EG 

= GB.EG + EF.EG =-GF?'+EF° =0 
d'où 3PQ.EG =0 

de meme 3PQ.FC =0 


car J=F*+B 


3) PQ.EG =0 = (PQ) L(EG) 
PQ.FC =0 = (PQ) L (FC) 
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EX 4 : 

1) * Ai=LAD=1 BC-Bj 

3 3 
AÏ=BJ d'où ABJI est un parallélogramme (1) 
*Ai-lAB-lEH- 1H 7x 
3 3 3 

doù ALH]IT est un parallélogramme (2) 

* LR=LH+HG+GR=-= HE+HG+-GF 
=HG=AB 

d'où ABKL est un parallélogramme (3) 
(12H63) = ABKLUGH est un parallélepipède 


2) A(0,0,0)  B(1,0,0) 


Ai=135 = 10.10) 
3 3 


AL=AË+EL-AË+ SER=AË+ © AD 
D 
= — AD +AE 
3 
fe 2 
d'où mure 
I 0 0 
par suite : AB re AI k : AL 4 
0 l 
b) V=|(AB « Ai).Ai) 
0 1 
3 
0 0 
0 
RUN 1 0 se 
AB A A/ À À — AB À AÏ!0 
1 
1 0 3 
0 ] 
3 
(AB À AÏ)AL=0+0+- = 


d'où == unité de volume 


Géométrie dans l’espace 

EX 5 : 

O=A*G=B*H=C*xE-=D+F 

1=A*B 

J=AxF=B*E 

K=A*C=-B*D 

1) on rapporte l'espace au R.o.n (A, i,j,K) 

avec Î=1 AB :j=— AD ; k=—AË 
a a a 

A(0,0,0)  B(a,0,0) 

D(0.,a,0)  E{(0,0.a) 

G(a,a,a)  C(a,a,0) 


d d à dd 
d'où I(—,0,0) O(-—,-,—- 
O G ) GC 7 L 
ä da. à à 
J(—,0,— K(—,—,0 
G 5) G " ) 


LHIé bis © 
© bis © 


10=U+IK 
d'où les vecteurs IO , I et IK sont coplanaires 
par suite : O,LJ et K sont coplanaires 
2) IO=D+IK d'où OK est un parallélogramme 


U=1K=|È 








LIK=-0 
d'où OKIU est un carré 
3) v=-|& A IK).IB 


+ 2 

4 2 

1 AIK|0 : IB| 0 

0 0 
y-ie | a 
318| 24 
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EX 6 





ABC, ABD, ACD et BCD sont des triangles 
équilatéraux 


1) a) AB.AD = AB x AD.cos BAD = AB? cos 


AB.AC = AB 


b) AB.CD=AB.(CA+AD)=AB.(AD-AC) 
= AB.AD-AB.AC=0 

c) ABCD=0 d'où AB LCD 
de meme : AD1BC et AC 1BD 
2) BCD équilatéral et A’ son centre de garvité 
d'où A’est le centre du cercle circonscrit au 
triangle BCD 
AB=AC=AD d'où A appartient à l'axe de ce 
cercle par suite (AA est l'axe du cercle circonscrit 
au triangle BCD — (AA) est perpendiculaire au 
plan (BCD) 
3) OA+30A'=0 


——, OA=< AA et OA'=< AA 
QE (AA: l'axe du cercle BCD 


— OB-0C-0D 
* soit J=C * D 
By 5 pc-a (a = AB = AC = AD = BC) 
Lo — BA'=<+ 
3 3 


BA'A est rectangle en A' d'où AB°=BA"+AA" 


Géométrie dans l’espace 


a° V6 


— a/=—+AA? — AA'=a Y° 
+ 3 3 


& 


OA=? AA — OA=a — 
4 4 


2 
OB°=BA*+OA* = OB'=%4+ AA) 


2 
— o8:=2 426 ; = OB?=-2 3° 
3012 24 
— OB-a. Ÿ6 


conclusion : OA=OB-OC=0D 
d'où O est le centre de la sphère passant par A.B,C et 


aV3 


4) a) DI=— 
} a) ” 


2... aV3 


DA'=<DI= © 
1 


AA'=2Y8 


3 (d'aprés 3) ) 


b) R=0A= © 


Ep 1 
V=—.|—(CD.BJ).AA' 
3 5 ) | 


_1]1 V3 aŸ6 |. 
312 32111 


a V2 
= 4.4. — 
2 13 12 
c) en appliquant la formule d'elkashi dans 
le triangle AOB , on aura : 


AB?=0A°+0B2-20A.0B.cos AOB 
= a?=R?+R°-2R2 cosWOB 


p è 
2% a cosAOB 


= 3 os AOB 
4 4 , 


3 





2 cosAoB= ee cosROB=— doù WoB = 109, 5° 
* de meme : AD°=AI? +DI°-2ALDI.cos AID 

2 à à 
— -[2f) (2) [28 cos AID 


— I= 5-2 cosAID ne cos AID= = = AID = 70,5° 


CMS 
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EX 7 : 
ll=1  :; |=4 
U.V=2 ; W=2u À Ÿ-37 
* U.W=Ù.(2ù À V-3V)=2u.(ü À Ÿ)-3ü.v 
=0-3ù.v=-6 


U.(Ü A V)=0 car ü L(ü AŸ) 

+ V.W=25.(0 À Ÿ)-39.5=0-3] vf" = -3(4)? = _48 
* [wf =(2üav-35) 

=4]ü à 4 +9f5f 126 à 5.5 

=4 fi À 9 +94) -0=144+4|[ù À 5° 

1.5 =||2].]F||.cos(fe, ») 


— 2=1x4xcos(f,) = cost. P => 


nn, sin, 2 
lé À v] =|al. [51 Isin(E 5) =1x 4$ = 243 


d'où |w|° =144+4(2V3) = 192 




















= |w|= 192 =8.43 
EX 8 : 
2 3 
ü|1 , W| 4 
] -2 
1) ü.w=6+(-4)+(-2}-0 
doù uüulw 
a 
2) + 
C 
I b 
1 c 
Lu es . c—b 
Ü AY <} : uAV|a-2c 
2b-a 
2 a 
1 b 
c—b=3 
UAV=we{a-2c=- 
2b — a = -2 


Géométrie dans l’espace 
a) le systéme admet une infinité de solutions 


pour a=0 on aura : b=-1 et c=2 
0 
d'où v|-l|vénfieuaAv=w 


/ 


C-b=3 a=2+2b 
b) <a-2c=-4 <5 <b=b 
2b-a=-2 c=3+b 
x x=2+2b 
Vlyltq:4<y=b 
Z z=3+b 


(bel) 


x=2+2b 
3) > y=D 
u.v=I 2=3+b 
2x+y+z=] 
2(2+2b}+b+(3+b}21 5 b=-1 
0 
d'où v|-| 
2 


EX 9 : 

Je] = |F] =1 
W A V=U-W 
D'ÉVLIWAV) = v(u-w)=0 


car V.u—Ù 


Lv 


ei 


= VU-VW=0 = v.W=0 
> W LYv 
* On 4: U=W+W A Ÿ 


æ 1={&f +]6 44 


È 


= 12] + À 5 +286 À 5) 

















ü =|w+w À v 
a =l6f fin) 1 = sin) =D 
d'où |w A v}=|w].[v|=[w| 

on aura donc 1=]&| +w[ =|w| 

V2 


2 l à 
I =s 2182 
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2) en général, lorsque : | =lk]=1 ett Lk 


on a: (L.k,t A k):R.o.n direct 
et on à aussi : kA(T A k)=t : (tak)At=k 
ona:WlLY . fF=1 : = 2 
d'où (V2%.5.V2 (W A v)) est un repère orthonormé 
direct 
> VA V2(W A V)=V2R = 5 À (W À Ta 
comme : WA V=U-W => y A(W A V)=v A(U-W) 
— W=V AU-V AW — W=V AU+W AV 
D W=-Ù À V+(U-W) = 2W=ü-tüi AV 

LUS 


D W=—b--GAY 
de 2 


EX 10 : 
1) a=AB.CD + AC.DB + AD.(AC - AB) 
a = AB.CD + AC.DB + AD.AC - AD.AB 
a = AB.(CD - AD) + AC(DB + AD) 
a = AB.(CD + DA) + AC(AD + DB) 
a = AB.CA + AC.AB = AB(CA + AC) 
Û 
a=0 
2) par exemple, lorsque: AB L CD et AC L DB 
on a :AB.CD + AC.DB + AD.BC—0 
— 0+0+AD.BC-0 = AD 1 BC 
( de meme pour les autres cas) 


EX 11: 
1) A(L1,-1) B(3,3,2) C(3.-1,-2) 
à 2 
AB|2| AC|-2 
3 —] 


2 
=—4-4=-8 70 
2 -2 


d'où AB et AC ne sont pas colinéaires 
par suites A,B et C ne sont pas alignés 


Géométrie dans l’espace 

AB À AC est un vecteur normal au plan (ABC) 
2 -2 
3 -] 








4 
+ AB A ACI8 


ia 
L 3 -] : 


2 
Æ 
] 
N|\2 |est aussi un vecteur normal à (ABC) 
—2 
3} (ABC) : x+2y-2z+d=0 
AE (ABC) = 1+2+2+d=-0 = d=-5 
d'où (ABC) : x+2y-2z-5=0 
[5] 5 


on D 3 


EX 12: 
B:x+y-2z-5=0 
P,:3x-6y+3z-2=0 
P:2x+2y+2z+1=0 
P,:x-2y+z-7=0 
3 
1) * N, -6 |: vecteur normal à P, 
3 


4) d 


l 
N, -2 |: vecteur normal à P, 


] 
N,=3N, d'où N, et N, sont colinéaires 
par suite : P, UP, 


* À,(1,-3,0)€ P, 
_|3+18+0-2| Le jp 


0+36+9 V54 Re 


entre P, et P, 


(AP) 


——— est la distance 
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2) <| : vecteur normal à P, 


2 
N, 2 |: vecteur normal à P, 
2 


N,.N,=2+24-0 d'où P LP, 


EX 13: 
P:x-y+5z-—2007=0 


I 1 
v|2 , N|-1 |: vecteur normal à P 
—3 5 
ÿ et N ne sont pas colinéaires 
7 
5 AN -8 | est vecteur directeur de P 
—3 
et orthogonal à v 
1@ 
ul -8œ | avec ül|=1 convient 
—-30 


ül=1 + 490 +64a7 +90 =1 


— 122@°=1 — sh 
122 


l 
il suffit de prendre = ———— 
d 122 
# 
122 
d'où u DAT convient 
—3 
2h 


Géométrie dans l’espace 
EX 14 : 


d'où P: x-y+z+d=0 
À(2,0,0})e P — 2+d=0 = d=-2 
d'où P: x-y+z-2=0 


EX 15 : 
A(0,0,0) ; B(2,0,0); D(0,1,0) 


E(0,0,1) ; G(2,1,1); H(O,1,1) 


=B*D — K,.0) 


1 
=! 1 | 
1) HI 75 H(0,1,1} 
= 


d'où 
x=€ 
(HI) : y= 1-8 (&e C ) 


t=l1l-« 
0 2 
2)DE|-1| :DG|0 
I I 


——— 


DE ADG|2 | est vecteur normal au plan (DEG) 


F 
d'où : (DEG): -x+2y+2z+d=0 
D(0,1,0)}e (DEG) = 2+d=0 = d=-2 
d'où (DEG):-x+2y+2z-2=0 
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3) M(x,y,2)e (HI) N (DEG) 
X=@ 
ÿ= 1-lo 
— 2 
z=l-@ 
—x+2y+2z-2=0 


-a+A1-@)+ A1-@)-2 = 0 sa 


d'où Mi à 1, et par suite M=H *1 
La e 


EX 16 : 
A(a,0,0) B(0,b.0) C(0.,0;,c) 
-a -a 
1) a) AB|b | ; AC|0 
0 C 
bc 
AB À AC] ac | est normal au plan (ABC) 
ab 


(ABC) : (bc).x+(ac).y+(ab).z+d=0 
A(a.0,0)e (ABC) = abc+d=0 = d=-abc 
d'où (ABC ):(bc).x+(ac).y+(ab).z-abc=0 


b) OH=d,, sc» 
EL OS 

(bc)? + (ac)? +(ab}° 
_1__Gc)+(ac) +(ab) _ 1 1 1 
OH’. abc? “a? b c 


I l ] 1 
+ 


PR ls nt ont 2 
OH OA OB OC 
2) a) soit A : l'aire du triangle ABC 








RS 
É 


d'où : Az bc) +(ac) +(ab) 


b) À, = aire(OAB) = s 


À, = aire(OAC) = = 
À, = aire(OBC) = 
I 
A? =—| (bc) +(ac) + (ab) 
210) +(acY + (ab) ] 


A =A°+A "+4 


Géométrie dans l’espace 


EX 17: 
BM =a=CN 
1) 0 AM = AB + BM = AB+a.BF =1. AB+@AË 


doù M(1,0,@) 


O AN=AC+CN 
——— tt © à 
=(AB + AD)+—.CH 
2 


=AB + AD+- (CD + CG) 


V2 

= AB + AD+- CAB + AE) 

<(1--)AB+AD+ AE 
d'où NL) 


œ 


= her 


B 


2) a) MNI1 


ab 


” MN=- AB +AD +2 AE 


SR 


TES BA +(— —]) AË (u vecteur fixe) 


b) MN=aûù + AD = MN est un vecteur du 
plan P(A;ü;AD) = (MN) reste /là P(A;ü:AD) 


3) B(1,0,0) ae 
soit =B*C — I, 0) 


a À a l 
J=M*N — J(1-— —(1+——)) 
22 2 2 V2 
: œ 
: 22 0 
H|0 BC|I 
a 1 0 
mn {1 + — 
D 
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*U.BC=0+0+0-0 d'où (J) L (BC) 


D'où ULMN d'où (I) L(MN) 


EX 18 : 
A(0,4,-1) : B(-2,4,-5) 
C(1,1,-5) :; D(1,0,-4) 


1) PQ et R les plans médiateurs respactifs de 
[AB] .[BC] et [AD] 

* M(x,y,z)e P « AM=BM 5 AM°=BM? 

> x°+(y4)"+(2+1) =(x+2) +(y-4)? + (745) 
€ 2z+1=4x+4+10z+25 <> x+2z+7=0 


doù  P:x+2z+7—0 
* soit J=B+C ;  J(1,5,5) 
2. 
3 
Q passe par J et de vecteur directeur normal BC] -3 
0 
Q : 3x-3y+d=0 


Je Q = 5e +d=0 — d=9 


d'où Q : 3x-3y+9-0 
Q : x-y+3=0 


de même : R:x-4y-3z=0 
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Géométrie dans l’espace 


] 
2) NP! 0 | : vecteur normal à P 
2 
] 
NQ! -1 | : vecteur normal à Q 
0 
1 ]! 
, F =-] #0 
NP et NQ non colinéaires 


d'où Pet Q se coupent suivant une droite À 





_|x+2z+7=0 
‘[x-y+3=0 
x=@ 
on pose x=® ,0na: 4 y=3+@ (æeli) 
] 
Z=-——— 0x 
Lu 


(représentation paramétrique de A) 


# AMR ? 
X=@ 
Y=3+4 
M{x,yzjeANRK = 7 ! 
Z=-——-—x 
2 à 
x-4v-3z=0 
7 | 
OS = &=-| 
x=- | 
d'où 4 y=2 
z=-3 


AM R={1(-1,2,-3)} 


cclusion : If-1,2,-3) est un point commun de PQ et R 


*le POQNR = IA=IB=IC=ID 

d'où I est le centre de (S):la sphère circonscrite au 
tétraède ABCD 

(S) est de rayon LA=3 

d'où (S) : (x+1)*+(y-2)° +(z+3) =9 
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EX 19: 


Partie À : 


l)ü et Ÿ colinéaires = v=au:ael 
Cu AŸ=0 = w A(G A VJ=w À 0=Ù 
C(W.v)u-(W.u)V=(W.au)u-(w.ü)au 
=o(W.ü)u-a(W.ü)u=0 


+ 7, — #7 —# 


2) ü et Ÿ non colinéaires : u=OA , v=O0B 


— 


LS (O.i.j) R.o.n de (OAB) 
[OA] 
(O.i,j,k) : R.o.n direct 
a) * OA=|OA| i 
* Be p(OAB). d'où il existe (1,6)e D * 
tq: OB=fi+é | (car (O,i,j) repère de (OAB) ) 


* (i,j,k) est une base 


«-[5xh 


d'où ilexiste (a,b,c)e D * , tq: W=ai+bj+ck 


œ 
b) u|0 car ü=OA 
0 
5 a 
vlo car ÿ=-0B ; w 
0 C 
0 à 
T 
0 
*HAŸ Fi ü a | 0 
0 O0 















À ; d'où |W À (ü À Ÿ)| -aad || (1) 
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* [W.v=af+bô 
œ(af+bô) 

(W.v)ü | 0 | 
0 


ÜWw.u=aœ 


aœ 
(W.u)v| aaô 
0 





(1) +(2) = w À (ü À Ÿ) = (W.V)ü-(W.ü)v 
Partie B : 


Application: 
GLÿ et fül=]v]-1: w=üav 
d'après la partie A: 


— ds mp dm 


= VA W=|9{ 0-0.5 = v4A we (car [v|=1) 


Application2: 
UA(VAW)= (M AT)AW 
DUA(VAW)=-WA(X AV) 

> (U.W)v — (4. V)w = -(W.v)i + (W.4)v 
> (u.v)Ww=(W.v)Z 


<> uet w sont colinéaires 
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Application: 
* d'après la partie A : 


Ù 7, —# + —+, — 


— (V A(U À V)).u=(V.v)ü.ü-(V.ü)v.ü 





> |GAG AE af -@5) 
* pour ü=0 ou v—0 

on a : Jü A v|' =|"| Jäl —(4.v) (tous nuls) 
pour ü#0 et Y40 

on a 2] À 9 = [6 .if.|sinc&,v) 

= ua tv =} Jef sin Gr) 

= ÿf JEf(1-cos (5) 

If Ie 


PP -Gr 


Ÿ al cos?(H,v) 














(2) 





= ia Gr 
(1) +(2) = le résultat 


EX 20 : 
A(0,6,0) ; B(0,0,8) ; C(4,0,8) 


4 0 
1)a) BC|0| : BAl6 
0 _8 


BC.BA=0+0+0=0 d'où (BC) L (BA) 
0 4 
b)0A|6| : OC|0 
0 8 


OA.OC=0+0+0=0 
d'où (OA) L (OC) 


Géométrie dans l’espace CMS Ch 6 TomelIl 


0 4) M(0,0,æ) 
c) OB| 0 a) le plan P contenant M et perpendiculaire 
8 à (OB) a pour équation : 
BCOB=0 d'où (BC) L(OB) la droite (OC) passe par O et de vecteur directeur 
(BC) L (BA) nn. Xx=4k 
— (OB) est perpendiculaire au plan (OAB | 
spé Mae Ress (OC) :y=0 kel 
z=8k 
2) V== (OA 10B).0C x=4k 
y=0 
PA(OC) : 
ot ee SFR 
OA!6| ; OB 0 se 
0 8 ue a 
48 4 ” 
OA 4OB|0 ; OC|0 d'où NCZ0.c) 
(à 8 2 
| 
vec 5 de meme : P(D.E-ÉE. a) et QU0.6- a) 


3) O,A,B et C ne sont pas coplanaires 
d'où O,A,B et C appartiennent à une 


MN=QP d'où MNPQ est un parallélogramme 


0 
meme sphère (S) rs 
Ad MQ| 6-— 
(S): x +y°+z +ax+Üy+yz+d=0 4 
0 


0e(S)=d=0 
(S): x°+y" +2" +ax+By+7z = 0 
AE(S)=36+68=-0 = f=-6 


MNMGQ=0 d'où MN LMQ 
conclusion: MNPQ est un rectangle 
b) * (OB) perpendiculaire au plan (MNPQ) 


(S): x°+y°+z"+ax-6y+yz = 0 | d'où (OB) L (MP) 
BE(S)—64+87y=0 —= 7=8 A 
Dre 2 À 
(S): x°+y°+z" +ax-6y-8z = 0 03% RE 
*MP|6-—| ; AC|-6 
Ce(S)=16+64+4&-64 =0—= «&œ = 4 4 8 
d'où (S): x’ +y° +z°-4x-6y-8z = 0 0 
(S) : (x-2)°+(y-3)°+(2-4)°=29 (MP) L(AC) & MPLAC 
doù (S)est de centre I(2,3,4) de rayon 29 4 œ )-6(6- 3a =0 © 2a-36+ 7 a=0 
(Rq: on pourra considérer comme dans l'ex:18) : ‘ : 
 Q= — 
13 
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Géométrie dans l’espace 
a 3 
: FN 


2 
on pose FO = HET) 


x 3 3x De 18 
Q) 2 2" a: 8 2 





MP est minimale pour ae 


EX 21 : 

J{(0, 1,0) 

OM = ak 

AN = Bi 

1) S:x°+(y-1) +7? =] 

2) M(0.0,æ) et N(8,2,0) 
8 


S 


MNI2 
0 
x=kf 
(MN ) : {y=2k keQU 
z=@-k@ 
3) a) (MN) tangente à (S) ssi la distance de J 
à la droite (MN) est égale R=1 





Er mn] 
Ee — 
[x] 
0 B 
JM|-1|  MN|2 
a 2 
MNI- Va Fra 
-@ 
JIM À MN | af 
8 


[MA MN) Ve + 8 +0 p 
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(MN) tangente à (S) = [M AMN | =]MN] 
& d+f+a-c +8 +0 f 
aff =4 


b) {Q}=(MN)nS 


x=kf 
y=2k Le 
Q(Xx, y,z) tq : pH d'où 
x" +(y—1) +z1=1] 
kK°H +(24-1) +a°(1-4ÿ =] 
KA +487 -4k+1+a (1-24 +84) =1 
S K° 2° +4k7 -4k+ 0 -207k + k? =0 
(+8 +4)k -(4+2@ + =0 


A'=(2+a) -@ (a +8? =4) 

A'=4+4@ -@f -4 =4-(@°f?) 

A'=4-4=0 
2+@ 

m+Frra 

a| Q2+a')8  22+0)  2+0f° 
d+f+4 cd +f+4 a +44 


è 


d'où : k= 


EX 22 : 





(A, AB, AC, AD): repère de (£) 

1) A(0,0,0) ; B(1,0,0) : C(0,1,0) ; D(0,0,1) 
GB+GC+GD=0 

— (GA + AB) + (GA + AC) + (GA + AD) =0 
— 3AG = AB + AC + AD 


Géométrie dans l’espace CMS Ch 6 Tome Il 
CE LARE ACE-AD Ly 
3 3 3 3 
0 l 
d'où G MR TS = — 
G'33) Y-37 
de 
=B*C = I TU. 3) MUx,y,2)e (LJMN(AG)S z— = y 
LI Full 
D, le 6 6? 3” 
* SKA+KD=0 = 5KA+ KA+AD=0 Hey 
nn Î— À 
— 6AK = AD = AK = <Ab 
xX=—-}Y 
où K(0,0 c) | 
ne 7.7 es 
* Al== AB sue 0,0) ; 
DZ =-Y  Aiy=— 
k Es | 
l .d 5 (3 
2}* K(O0,-) ; KI d'où (IK}:< y =-—« aei 
) a L nAUSS 4 
-} ne 4 
Conclusion : (LJ IN(AG)= (QC. 2 no 
Pour vérifier que le point Qe De: * il suffit de 
= += 1. JL f signaler qu’en remplaçant & par ‘4 dans 
6 6 6 l'équation de (IK) on obtient x=y=z=1/8 
Alors on peut conclure que les _—. (IK),(JL) 
L(e.0.0): LJ Li| À d'ou LJ ): y=2p PElIR n : I 
2 2 et (AG) sont concourantes en Qc. UT = 
1 =1$ 
2 2 Exercice 23 : 
3 1)a: FB = FG LE 
B = DG = V2 
*(AG):4y=-Y7 (yelK) Na 
3 D'où F et D appartiennent au plan PI médiateur 
Z = =) du segment [BG]={(FD}CP1 
et comme Me (FD) alors Me PI et 
par suite pm 1) 
DB = DE 
De même : — (DF)cP2 : plan 
FB = FE 
médiateur de [BE] 
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Géométrie dans l’espace 
M E (DT )=M € P, par suite MI = ME (2) 


(1}+(2)=MB=MG=ME 


b)BE — v2 cur ABFE esi un curré de coté I 
de même EC = BC = V2 


BE=BG=EG d'où le triangle BEG est équilatéral. 
{(Rque :On pourra utiliser les coordonnées des points) 
2)0n muni l'espace d'un R.on ( À: AB: AD: AË) 


a) B(1,0,0) F(1.0.1) : D(0,1,0) 


— 


DM = xDF= Dé + AM = x(DA + F)= 


AM = (1 x)AD + xAF 

— \— Ph — 
AM = (1-— x}AD + x(AB + ÀË) 
AM = xAB + (1 — x)AD + x AE 
D'où M{x, 1-x , x) 

MB = (x 1)°1(1 x}°1 x? 


BM° — 31? — 4x + 2 


Soit g(x) = 3x° — 4x + 2 


10 = br — 4 





b) MB = MG=ME d’où M appartient à A: l'axe 


de (©) : Cercle circonscrit au triangle BEG 
MB? est minimale pour x=2/3 
M(2/3,1/3,2/3) 

Donc w(2/3,1/3,2/3) est le centre de (Ü) 


DEMB = EMG-GUF-2 


CMS 
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a)dans le triangle isocèle BME . On a: 
BE° = MB + ME° - 2MB.ME. cosa 
(formule dElkaskf) 
(2) =2ME° - 2MB°.cosa 
—2MB".cosa = 2MB°-2 

L 


2MB° 


=Cos = Ce — =f(x) 
3x —4x+2 


D} = {R car A< © 
b) 


=Cos = 1i- 


6x — À 





, ve 1 
a+b+c=08Sx = 1etx -=- 
3 


SR 1) 
*3 
c) f(x) = cos x 
1 
Cosx= 0x a = 1 


MB_ME et 
Cosx= 0 =4mR Me et 


ME_MG 
Pour x=1— MB°=1 


Pour gs  MB° = 1 

3 
—MB=ME=MG d'où (M, MB.M6, ME) est 
orthonormé. 


—+ 1 
DMI= DFetM,=F 
4 
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d})2 € [0,1] pour M € [DF] x = 0 
DE (oc): L =t (+e1a) 
z=0 


x=Rk 
(OA) { = O(kE 18) 


z = 0 


2) (1) — PNiSA) 





I(x ,y ,z) tel que : 


x = 1-x 
1 1 r 2n° y = 0 
Cos x€ [11 + QE FE nu 
s 1 
DX—= cos KX=- = = 0 —=M=-D x+y=a 
3 2 
(+X)+0=a > x=a-1 
% = (SB)n P 
Ex 24 : U} = (68) 
B(1,1,0) IX ,y,z)tq: 
x = f 
P : x+y-a=0 ; a € ]0,1[ Su 
1)A(1,0,0) C(0,1,0) S(0,0,1) z=1i- 8 
1 
| 0 ) rt. a 
= B+6=a=3 E 
D'où , Dane 
x = 1+x D'où /(2.2,1 =) 
(54) : pu : (xe IR) De même : 
z= -x 


K(O, a , 1-a) ; L(O,a,0) ; M(a.0,0) 


1 
s(:) Pen FE 
bUK| à mil à 
0 0 

0 


x=6 
D'où(s8):{ y=8 .(ge1r) _. 
z=1-/f I U 
0 a—1 
a 1 ) on a 
1 IR = ML d'oùKLM est un parallélo gramme 
x = 0 
D' où (sc) : bnitéte fr) IR.IM = 0 —IKLIM 
z — —5 


D'où IKLM est un rectangle 
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)A= aire (IKLM)+aire (UK) 


= AitA 
J 
I K 
M L 


A.=IK x IM car IKLM est un rectangle. 


À = V2a’ /(a- 1)° = a. V2. la - 1| 





À, = V2. a(1- a) ? 2 
f aamet Ts Comme maxime absolu en = 
] FF 1 Lu 
me 12 A IK | 4 = f(a)D'où A est maximale Pour à == 
— *soit G le centre de gravité de DAC 
2 à 
B|> ; IK|æ GO + GCÀ + GC = 0 396 = DÂ + 90 
0 
— L ——+% 1 =——) r 1 1 
2 —06 = - 02 +-0C doùG(-,-,0) 
3 3 3 3 
a 
2 
[ A IK| — 
2 
0 





æ av? 





A. = 
À 4 


D'où A= À +4, = LÉ. (4-30) 





m7 ” FG = FA' + A'D°' + D'G 
DU) = x, + 1—+ — 1 — 
| É FG= , FG+ AD'+ , FG 
nf (x) = —(2- 3x = 
| = FG=2A'D 


177 


Géométrie dans l’espace 
D'après Thalès : 





OA CDr AiDr 

0D OA DA 
OA: ArDr 1 

— = =-— 





0D GF 2 
De re 
04"--- OD = (A'= 


1 
D'où hest de rapport Fe ) 


20 
2 


2) (AD) et {EF) ne sont pas parallèles. 


D'où il n'y a aucune homothétie qui transforme (HD) en 


(EF). 
Ex 26 





I = A*B = D*E 
+ — 
ADBE est un parallélogramme sDA-BE 
de même ADCF est un parallélogramme -DA-CF 


= (Di=4 
D'où Li (B)=E 
t — (EI=F 


— + 
Par suite la translation de vecteur DA transforme le triangle 
BCD en le triangle EFA. 


Ex 27 


CMS 
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1(D)= E = AB = DE 


— ABED est un parallélogramme — (AD) // (BE) 


APE (D)=F- AC -DF 


— ACFD est un parallélogramme — (CF) // (AD) 


L'image du triangle ABC par 1 est le triangle DEF 
O : le centre de cercle circulant le triangle ABC 


— 1-3 (O) est le centre du cercle circulant au triangle DEF 
= > (0 -0-AD- 00"=(AD) // (00') 
D'où 


(O0) // (AD) // (BE) // (CF). 


Géométrie dans l’espace 





P 


> ABCM est un parallélogramme 

CB-MÀÂ ——> CB-.AM 

. (D)=N —— CÀÂ-DN 

> ACDN est un parallélogramme 

DC-=NÂ —> DC--AN 

De même: AP - DB 

AP - DB——> AP - DC:CB 
—> AP -- AM - AN 

AP AM et AN sont coplanaires 


et par suite les points À M,Net P sont coplanaires 


Ex 29 : 
X=1-a xX= 1 +26 
D : y= 2 +@ ; D':4 y=2-26 
Z=-1-a z= -1 +28 
1 
+ 
V 1 . vécteur directeur de D 


: 
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2 
+ 
v° 2 . vecteur directeur de D’ 
È 
—+ _ + —+ 
V'=-2V > V et V' colinéaire 
d'où D//D' 


A(1,2.-1) € DÂND' 

D'où D et D’ sont confondues 
+ —+ 

U= - V : vecteur de D 


D'où tu” (D)=D=D 


Ex 30 : 

- 1 
s=x°+ y" +2 2x+3y-z=- 
P= x +2y+2z-1 -0 

2 4. 2 1 2 
S=(x-1) ++) +(2-7) =4 
(x-1) +(y = @-°) 
ds À 
SRE CONTENT EX 
d=-3t: 1] 2 
Me = 
ÿ1+4+4 3 
2 
diP=z- <R= 2 
3 
4 
d’où SN P eSt: un cercle de rayonr= [4 — = 
42 
at de centre W : le Project orthogonal de I sur P. 
it W( x.y, 
2 oi 1 
s VU -1 
N |2 


: vecteur Es à P 


y 


W=XxN 
On a XE R 


WE Fr 





Géométrie dans l’espace CMS Ch 6 Tome II 
x=1+a 
= ÿ — —° + 24 EX 31 
z= "+ 2a 
2 


+2y+2z-1=0 
3 1 
(1+Œ) +2-= +24) +27 +24 )-1=0 
2 k 


2 

= À = : 
11 19 17 
DO CNE 
9 18 18 
2) l'image d'un plan par une translation est un plan qui lui 


) 


est parallèle. 
Il ya deux plan Q et R tangentes a S et parallèle a P. 


Déterminons leurs points de contact avec S 





À est la perpendiculaire à P passant par I 
S N Az ? 
X=1+3 
y=-3/2+23 
z=1/2+23 
(x-1}2+ (+3/2P4+(z-1/2}=4 
à +43 1441 2= 4 
= 23ou3=-73 
Soit À (5/3,-1/6,11/6) 
B (1/3,-17/6.-5/6) 
SNA={A.B} 
Q//P et tgt à (S) en À 
R//p et tgt à (S) en B 
[Il ya une infinité de translation qui transforme P en Q 


De même P en R 


et 1 (P) R 


Par exemple : > (P) = Q 





Soit G : le centre de gravite du triangle BCM 
I=B*C=:TG =1/3 M = h (11/3) (M) = G 
Lorsque M décrit la droite D 

G décrit la droite D’ image de D par 
l'homothétie de centre I de rapport 1/3. 


*soit J le centre de gravite du tétraèdre 


ABCM=TA +JB +JC +JM =Ù 
soit K le centre de gravite du triangle ABC 


© JA‘+JB + JC + JM =0 


SR —+ + —+ — 
© 3JK +IK+KM=07 KJ=1/4 KM 
= h (k,1/4)(M)}=] 
J décrit la droite D’’= h(K.1/4)(D) 
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EX 32: (HB) L (AC) 
© (HB)L(EG) 
(AC) (EG) 
D'où  (PQ)L(EG) 





1) la droite (DH) est perpendiculaire au palan(ABCD) 
(DHHKAC) © 
= AC.DH=0 
ABCD est un carré = (AC) L(BD) = AC. BDb=0 
"AC. BH = AC. (BD + DH) 


=AË BD +AÙ DH 


= (0 + 0 = 0 
D'où (BH) KAC) 
De même (BH) {AF) 


D'où (BH) est perpendiculaire au plan (ACF) 


2k= F*°6G 
a) P le centre de gravité du triangle FGH et K= F*G 
—RP=I/3TRH D'où h(k,1/3)H) = P 
De même h(k,1/3)(B) = Q 


b) 
h(k,1/3)(H)=P 
> (PQ)/(BH) 
h (k,1/3)(B)=Q 


De même (PQ) (FC) 


EX33 : 

1) soit I=B*C 
"AG =23 AI 

D'où l'homothétie de centre À de rapport 2/3 
transforme le plan(BCD) en P 

#*soitJ=C*D  h(A,23)(J)e P 

le centre de gravité du triangle ACD appartient à P 
de même pour les autres points 

2)a) h(AZ/3) (M)=N 

D'où l’ensemble des points N et le carré image du 
carré BCDE par h 

F est un carré de coté 2/3.BC d'où p=8/3.BC 


3 
c)V =(2/3) .v' = 8/27 .V' 
V' : le volume de la pyramide ABCDE 


Géométrie dans l'espace CMS 


EX 44 : Ex 35: 








: 1) (BE) // (CH) et (BD) // (FH) 
les plans (BED) et (CFH) contiennent deux 
droites parallèles deux a deux et sécantes 
d'ou ils sont parallèles 





+ + + + + —+ —+ —+ + 
2)a) AB+AD+AË= AIIB+AI+I D+AI+ E 
= 3 AI+I1B+ID+HE 


{ h(D= =3 À 
h(A}=E 
| AG= AB+BC = AB+BC+CG 
1) a) l'image du plan (ABC) par h est le plan passant . AB+AD+AË | AÏ 


par h(A)=É qui lui est parallèle 
= h [(ABC)]-P = hiC)e P 


+ —+ —+ + 
b) AC+AF+AH=3 AJ (1) 


or ICeth(C) sont alignés AC+AF+AHZ(AB+AD)HAB+AË)+(AD-+AË) 
A IT ne RCA AP 2 (AB+AB+AË)-6 AT 
b) de même h(D) = N 
I=C*D © h(l=M*No I=M#N (1)+(2) = 3 AÏ=6AT —AT=-2AT 
d'ou J=h(A,2)(1) 
2)a) P//(ABC) 
Q//(ABD) c) AÏ=2AT = I=A*J = AI=I] 
(ABC) et (ABD) ne sont pas parallèles. A@= 3 AI =AÏ+I0=3 AT 
d'ou P et Q ne sont pas parallèles orona AÏ=2AI" d'où JG= AÎ 
PMNQ est une droite A 
b) (ABC) N(ABD) = (AB) d’où D'ou AÏ= I =JG 
A=h((AB)) 3) M=B*D , N= D*E ; P=B*E 
Soit B'=h(B) alors B'e A et B'e(IB) M=B*D= M=A*C= ATE2 AM = h(M)=C 


N= D*E = N=A*H = AÏ=-2 AN —h(N)=H 


À et (1B) sont séçantes en B' 
P=A*F — AË=2 AP = h(P)=F 


par suite À et ([B) sont coplanaires 
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Exercice 36: 2) ANS={A,M) 

CA on à h(A)=A et h(s)=s" 
d'ou AN S'= {h(A),h(M)} = {A , h(M)} 

or ANS'={A,N})= h(M)=N 

h(B)=C 
h(M)=N = (BMyy//(CN) 
Exercice 38: 





1) soit J= A*B 
G. : le centre de gravite du triangle IAB 
IG, = 2/37 =h(J)=G: 


J appartient au plan (ABCD) donc Ge P 
De même P contient les centres de gravité de 
I BC, ICD et I DA. 


2)a) (1) est le carre image de ABCD parh 
b) V= (2/3). V'avec V' le volume du 
pyramide IABCD 


Exercice 37: 





+ —+ + 
31A+1B=0 = Al = L4 AB 

1) on a: h(A)}=D=H((AD)) est la droite 

passant par D et // à (AD— H((AD)=(AC) 





1) h(A)- | 
h(B)=Cf —h([AB])= [AC] D'autre part h de centre O=h((O[))=(Ol) 


—h(D)=h[(ODN(AD]-(ACY(OD=C 
h(A)=D et h(1)}=C =h est de rapport 
K=DC/AI= AB/AI= 4 


— h transforme la sphère de diamètre [AB] 
en la sphère de diamètre [AC]=h(S}= S'. 
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2) (OE)" plan(CDHG)= {J} 
soit E'=h(E) = E'Ee(OE) 


l'image du plan(ABFE) par h est le plan 
passant par h(A)=D et qui lui est parallèle. 


D'où L'image du (ABFE) par h est le plan 
(CDHG) 

Ée plan( ABFE)>E"E plan(CDHG) 

D'où E’ =(OEË) N le plan (CDHG) —=E'=J 
h(E)=J 


Conclusion : 


h(A) = D | 
h(E) = FD W/(AE) or (AE)/(DH) 


D'où (DJ)//(DH) Par suite D, H et J sont 
alignés. 
3) P//(IED) et JeP 


L'image du plan (IED) par h est le plan passant 
par h(E) =J et qui lui est parallèle. D'ou 
H((IED))=P 


La droite (AD) perce le plan (TED) en D d’où 
(AD) perce P en le point k=h(D) Car h ((AD)) = 
(AD) 


h(4A)=D ne 
h(D) = K OD = 40A 


— OK=4.0D et OD= 4.0A 


—  OD° =0OAOK 
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Ch 6 TomelIl 


18 = 3/A 
he 1}(E) = M 
\'3 


he,1,0) — À 
LA = °18=h(8) = À 
h(E)=M et h(H)=N 
h(BEH)= (AMN) or (BEH)=(BCE) 
d'où A((BCE))=(AMN) 
2) Soit C’=h(C) 


On a : C'E (AMN)et C e (Cd oùC —P 


L'image de la droite (BC) par h est la droite 


passant par h(B)=A et parallèle à (BC) 
h((BC)) = (AD) 
CE(BC)>h(C)E(AD) pe (an) 


3) Dans le repère o.n.d PA LAE AD; 
a 


V= 2fAF« AW )AÏ]= a’ 
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Exercice N° 40 : 


x = 3x —-2 

Yy —3y-3 

z =3z-4 

1) M(x,y,z) est un point invariant par f ssi 
Xx=3x-2 x=] 
y=3y3 —Dd y=372 
Z=3z-4 Z=2 


f est l’homothétie et de centre I (17,2) et de 
rapport k=3 
2) Pour x=0, y=0 , z=0 on obtient 
xX'=-2; y'=-3 etz'=-4 
D'où J(-2,-3,-4) 

3) P:x-y+z=0 

Q=f(P) = Q/P (f : homothétie) 

OE P - JeQ 
D'où : 
Q est le plan passant par J et parallèle à P. 
Q:x-y+z+d=0 
JEQ-+ -2+3-4+d=0—d=3 


D'où Q:x-y+z+3=0 
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Probabilité C-M-S Ch9 Tomell 


OCM 
l. a/ La probabilité de B sachant A est 0,1 
b/ La probabilité de ANB est égale à O,1x0,1 = 0.01 
c/ La probabilité de A sachant B 
sat CAT ir PATTES P(B(A) NS ce 
2. Si X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramètre 0,1 
Alors P(X>10)=e" "2e! 0,37 


3. P(X>2) =P(X=3) = c\(;) (3) -(1) 


VRAI-FAUX 


1. Faux 
Justification : si A et B sont indépendants alors P(ANB)-P(A).P(B) 
Or P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB)#P(A)+P(B) dès que P(A) et P(B) non nuls 

(contre exemple pour A=B=0) 

2. Faux justification : contre exemple pour A=B-C=0 

3. Faux en effet P(X>1) =1-P(X=0) = 1-(0,8) 

4. Faux (justification : les épreuves ne sont pas identiques) 

$. vrai V ce[0 ; 0,0000001]  p(c)=0 
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EX 1 : 
Î. Le nombre des boules est : 1+2+ 3+.. +9=9 — =45 (somme de 9 termes 
Consécutifs d'une suite arithmétique) 
2. &/ Le nombre des boules de numéros pair est 2+4+6+8=20 
C»_190 19 
LD 
La probabilité que les deux numéros soient pairs est : CL ANR 
b/ P(la somme de deux numéros obtenus >3 ) = Î (événement certain) 


7x9 É 
c/ P(S<15) (S>15)})= 1-( + ) 


3. P(1983)= 8 3  piago =! 3 8 9 P(1983)=P(1389) 


45 44 43 42 4544 43 42 
4. P(1983=> TE Le pgago= 3 8 9 je P(1983)=P(1389) 
45 45 45 45 45 45 45 45 


EX 2 : 





1. P( l'élève aime les trois matières }=0 


2. P(lélève aime les math et n’aime pas le sport}= 2 
3. P(lélève n'aime pas la philo et les math = 


4. P(l'élève n'aime pas les trois matières)= > 
5. P( l'élève aime au moins une matière)= 1- P(l’élève n’aime pas les trois 


matières)=1- > 
40 
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EX 3: 


C, 161700 8085 


2, CwC _ 3160.20 _ 632 
Ce 161700 1617 
3, CuCx 
C'00 
c. 
Co 


5, 1. Cu 
C0 


_. 





EX d: 


P(M}= 80% =0,8  ; P(S/M)=75%=0,75  : P(S/M }=40%=0,4 
P(S) = P{S/M).P(M)+P(S/M ).P(M )= 0,75 x 0,8 + 0,4 x 0,2 =0.68 


1. a/ P(interroger une femme ingénieur)}=P(FND)=P(F/).P(1)=40% 
.10%=0,04 
b/ P(interroger un homme tec }=P(HANT)=P(H/T).P(T)=10% . 80% =0,08 
c/ P(interroger une femme administratif)=P(FNnA) 


On a P(F)= P(Fnl)+ P(FNT)+ P(FNA)= P(FNA)= P(F)- P(FAD)- P(FNT) 
(P(FNT)=P(F/T).P(T)=90% . 80% =0,72) =0,8 - 0,04 - 0,72 = 0,04 


2. a/P(T/F)= PENP) _ 0.72 9 
P(F) 0,8 

b/ P(LF) = PUF) 004 os 
P(F) 0,8 

3. a/ P(F/) = PFND 008 0 4 
P(D) 0,1 


| 

{ 

| 

| 

| 

! 

: 

EX 5: 
| 

| 

| 

b/ P(H/T) = 1- P(F/T) = 1- 0,4 =0,6 ; 
Î 


Es RE LE LT TE TS SE EE EE Pré RÉ De er MEME S MS ESS D à MÉCONNU MS MS nm ÉD Un EURE DS EDR SMS Re ee De EMEMIN MENÉS 


OA 0 ee ee ce né de 


Probabilité C-M-S Ch9 Tomell 


_ EX6: 
1. P(S) == 2 =0,6 
2000 


2. a/ P(CNS rs ).P(S)=0 ,32 .0,6-0.,192 
b/ P(C) = P(CNS}+P(CNS ) = P(CNS )= À P(CNS) 
= P(CNS )= oc 192=0,48-0,192=0.,288 


La probabilité pour que le client ait se le modèle B et choisi 


l'abonnement Il est: P(CNS)= P(S)- P(CNS) 04 - 0,288=0,1 12 


EX 7 : 


L. DC/Py= Ce+ C2 *C: _D+I_4 


É 2 
ée CHE à 
2% 7 PE 


| C; 28 7 


È 


C;+ RTC 
P(B/F) =p(C C: 28 14 


P(A/P) = p(CUD/P= p(C/P} p(D/P)- p(CnD/P}= LL 


2.  p(A/F) = p(CUD/F}= p(C/F}+ p(D/F)- p(CnD/F) 
= p(C/F)+ p(D/F)- p(B/F) 


+ A, 30+2 4. + A, 12+12 3 


“x ' À. % 7 | _ 56 
_A;tA;_6+6 3 il 
et p(B/F)= À en Donc P(A/F}= 


11 11 7 11 
PCA) = PA/F).p(F}+p(A/P) p(P}= 2. + 14157 14 


EX 8 : 


Désignons par A l’événement : << la cible est atteinte>> 
pcy/A) = PU NA) _ P(ANF) | P(A/Y).P(Y) 
P(A) P(A) P(A/F).P(Y)+ P(A/X).P(X) 
4 2 
SEEN NI 
Sur E 1 
10 3 10 3 
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EX 9 : 
21:17 


Soit I l'évènement :<< le total des points obtenues est<7>> FOR = 


1. Désignons par E l'évènement <<Obtenir 2 boules blanches et 2 b rouges>> 


PE)-PŒ/D.PO+PE/D.PG= AA #7, AxA; 41 51,35 _ 169 
A‘ 2112 A, 212112 4 198 39% 


2. Désignons par R l'évènement <<n'obtenir que des boules rouges>> 











P(R)=P(R/D.P(I+-P(R/D.PG)= À + À: 5 _ 19 





FT ae 4 * —_— 
A: 12 A,12 2376 
Æ T 7 1 _ L ‘ 
3, P(T/R)= PUNR) = PROD L 2376 bepyT. pt = 276 A: 5 © 
P(R) PCR) 109 109 4° 12 109 


EX 10: P, :<<les deux amies arrivent avec n jours d'écart>> 
1. P(les deux amies arrivent le même Jour) =P5= JL ==. 
2. P(les deux arnies arrivent avec un jour d’écart)=P, = = _ 


3. P(les deux amies puissent se rencontrer)}=P(R)=Po+P+P: 
1 7 12 34 17 


=—+—+—=—= 


8 32 64 64 32 
4. P(les deux amies passent ensembles au moins 2 jours/ Re == 
EXIL : 
1 


PF VF.)=0,7 : PE /F,)=03 :PE,/F,)=0,2 : PF... !/F,)=0.8 
2 P=PE)=PEnt1/E5). PF) PFa+1/ F,).P(E,) (P ee Totale) 
= 0,7 .prn + 0,2 .(I1-p, 
= 0,5.p, +0.2 
3. à  Aus1=Pnsi -0,4=0,5p; +0.,2-0,4=0,5Ph -0,2=0,5(p, -0,4)=0.5.a, 
Donc 2, est une suite géométrique de raison 0,5 donc de limite 0 
b. Lim a, =0 ( car sa raison _]-1,1{) 
> Lim ps=0,4 interprétation: La probabilitée pour que cet individu 
Reste enfin un fumeur est 0,4 
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- EX 12 : 
L. P,=P(A,)=1 : P;=P(A;)=0,9 
. 


Ps=P(A3)=P(A3/A2).P(A2}+P(Ay A).PCA )=0,9x0,9+0, 1x0. 1=0,82 
3. Par1=P(Ans1)=P(An1/An).P(A:)+P(A,1/ À ).PCA) —0,9xP,+0, I x(1-P,) 
=0,8xP.+0,] 
4. Considérons la suite a, = p, +a 


An+1=Pn+r +0 =0,8xp,+0,1+0=0,8.(p,+ 





ia) si on choisi a de sorte que 


0,1+c& 
0,8 
Donc pour a=-1/2 a, suite géométrique de raison 0,8 a,=a,x(0,8)"! 
a,=1/2x(0,8)"" p,=a,-a p,= 1/2x(0,8)" "+1/2 


=@ On aura a, suite géométrique de raison 0.8 


Conclusion: _p,= 1/2x(0,8)" +12 D 
5. P0= 1/2x(0,8) °+1/2 
6. Lim P,=Lim1/2x(0,8)"!+1/2=1/2 
EX 13: 








X((2)={2,3,4,5,6) 
Loi de probabilité de X: 


 . 
P(X=x;) 
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2. EX)= Ÿ xPX=x)=10/3  V(X)=ECX)-E(X)P=1,1111 


3. Pour xe]-w:;2[  F(x)=0 
Pour xe [2 ;3[ F(x)=9/36 
Pour xe [3 ;4{ F(x)=21/36 
Pour xe[d :S[ F(x)=-31/36 
Pour xe[5 ;6[ F(x)=35/36 
Pour xe[6 ;+00| F(x)=1 
(courbe de f en escalier : très simple) 
EX 14 : 
X(Q)={1 :2 ;3 435 6 ;7} 
P(X=1) = 4/10 ; P(X=2) = 2 : P(X=3)=5 52 : p(x=4- 5.221 


1098” 10987 
px=5)= 5.2.1 2 2 .P(X=6)=<.5.132% : p(X=7)= 6543214 
109 876 1098765 10987654 


Loi de probabilité de X : 
UNSS RE RE 
P(X=x;) 
EX)= Ÿ xP(X=x)=2,2 ; V(X)=E(X2)-(E(X)P=1,76 
x,€ X (f2) 
EX 15 : CT 
X(Q)=Y(Q)= {1 ;2 3 :4 :5 6) 


1) 
© 
ED 
me 
jt 
eg 
[S 
© 


Loi de probabilité de X : 
RL ol a 7 


Loi de probabilité de Y : 
UE cal TD 
P(Y=y:) 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36 


E(X)= © xPX=x)%4,472222  V(X)=E(XD-[E(X)/2<1,97145 


aeX(f) 


EC(Y)= ÿ »,PY = »)72,52777 V(N)=E(N2D-[E(Y)}=1,97145 


rer(d) 
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_ EX 16 : Désignons par X la variable Aléatoire égal au nombre de fois où on 
obtient face. X suit une loi binomiale de paramètres n=20 et p=1/2 
1. Le nombre moyen de faces obtenus est :E(X }=n.p=20x1/2=10 


2. P(X=10)= (2) (3 : 0) _ 184756 _ 46189 
Co 2 2) Cx|2 1048576 262144 





3. P(9<X<11)= G) [Ch+Ci+ a -() Dci Ca] 
4. P(B<X<12)= G) [Ch+Ch+C2+C'+ Ée (2) [2ch+2c: + Ci] 
] 


5. P(I<X<13)= G) [2.c+ 2Cho+2.C + Cu] 


1 
| 


EX 17: 


La moyenne E= 0,1x400-40 


L'écarttype © = /(0.1)x(400)x(0,9) = /36 = 6 


EX 18 : 


1. P(aucune face rouge ne soit visible)=0 


3 
2. P(aucune face bleue ne soit visible)= () 


3. PA |?) =. 


LÉTN 7 
4, Pn= C4(?) rar 


EX 19 : 
Dai ENS E À 
1. p(A2)=p{pair ;pair)+p(impair Impair)= Apr 5 
=p(A, ;pair)+p( À, impain=1 1,11 1 
2. P(A3)=p(A2 ;pair)+p( 4 ;impair)= ia" 
3. Supposons que p(A,)=1/2 et montrons que p(A,.1)=1/2 
P(A51)= p(Aï ipair)+p(A, simpair)=2. ! 4 1 1 _1 


Conclusion : p(A.) = ur tout entier naturel non nul n 
po 
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EX 20 : 
L. a/ p(c<AA>>)=p(A A)= 2. - | 
22... 
2 ET 
b/ p(<<Aa>>)= p(A,a)}=-.— = 
p( }= p(A,a) 0 
Ï 1 1 
2. a/ p(<<AA>>)}=p(A,A)=-.- = 
P{ }=p(A,A) à 
L D 1 I 
b/ p(<<Aa>>)= p(A,a)+p(a,A)=-.-+-,- = 
p( _F PONS TE 
1 1] Ï 
/ p(<<aa>>)= =—.—=— 
c/ p(<<aa>>)= p(a,a) nn 
n° génération (n+1)°" génération 
Père AA l AA— ].p,.P:=Pr° 
mère AA 
Père AA 7) 192 + AA 2 Pr 
mère AG | 2————— Aa —2 Pi 
Père Aa ]__ 1/22 + AA 2 Pr 
mère AA | T2 —————+ Aa 12 Pr. 
Père AA I Aa— lp,n 
mère aa 
Père aa ] Aa— 1 
mère AA 
RS AA !4. Qn° 
Père Aa TT _1/2% Aa —+lA qi? 
mère Aa | 1/4, aa— 4. q° 
Père Aa 1/2 + Aa— Ar, 
mère aa 2 ———+ a 2 .Qn 
Père aa 12 ___——+Aa- A r,.q 
mère Aa + 0 2 Fm 
Père aa ] aa— |r,n 
mère aa 
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2 
A! Pn+i EP(AA DEP? +1/2.PaQn+  1/2.Pr.ut 1/4.qp2 -| 24 L ] 


b/ ru: =p(aa}=rs? +1/2r.qut+ 1/2.r,.qn+1/4.r2 =: +4) 





2 2 
c/ Ona Pn+1+ Qu+it ns = ] Qn+1 =]- Pn+1- Tax] “1-7 + | { +4] 
4. a/ (Par recurrence) 


Soit n e NN: supposons que et montrons QUE Pyi-lns1= 0 


2 2 
Pn+ir ms. + 4. {: + %. =Pn2-Tn + Pon-lnn=(Pa-r n).(Pnt+f1+Qn) 


Conclusion : pour tout n on a 


b/ 2r,+q, =r, +1-Ph=1+(r,-p,)=1-0 
2 2 
C/2rntQn=1-@ Q=l-0-2r, 1, ={ +) F<) 
M EStCOnStante p, est constante (car Pn=0+r)) 
et Qh ESt Constante (car q\ =1--2r,) 


=(Pn-fn). 1=0 


EX 21 : 
1. P(au moins un billet gagnant)=1-P(aucun billet gagnant) 


1 Co__1225 _ 149 
Ce 4950 198 


2. a/ p=1-P{aucun billet gagnant) 





: ne n.(n—1) 
2(n-2)! L . 
RÉ RS D Le AT WA 
CC. (0) (n-l)2n 4-3 4»-2 
2'(2n—2)! 2 


b/ Ps =1 explication : si 2 billets seulement sont mises en vente 


et qu'un promeneur achète les deux billets alors il est 
certain qu'il ait au moins un billet gagnant. 
c/ pour tout entier n non nul on a : 





—] 3 ] 
Re 
4 4n-2 4 4(2n-1) 4 3 
> —<p, Si 
3n— | __—n+1 4 


tete ue 
än — 2 An — 2 





<03 p, <1 
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3. a/ Soit X l’aléa numérique égale au nombre de fois où il obtient au moins un 
billet gagnant. 





X suit une loi binomiale de paramètres n=3 et p=p,= a = 
n — 


an =ppetis1-poeo1- CE) (1 3n - 1 de Lu 

3 4n—2 ân— 2 4n — 2 
3 3 

b/ Lima, = Liml- =) -1-[à _ 63 








n-+es dn — 2 4 64 

EX 22 : 

1. Soit X l’aléa numérique égale au nombre de billets gagnants. 
X suit une loi binomiale de paramètres n=n et p=0,01. 
P(A)}=P{(X21)=1-P(X=0)=1- C(0,01 )°.(0,99)" =1-(0,99)" 

2. P(A)>0,51-(0,99)">0,5(0,99)"<0,5 <sLn((0,99)") <Ln( 1/2) 





n.in(0,99)<-Ln( 2) sn. >- In(2) 68.06 
En(0,99) 
Conclusion : il faut qu'il achète au moins 69 billets 
EX 23 : 
: 2n! 
C. CC: ‘2!(2n-2)! n.(2n-1).n 2n.(2n-1) 
L: Dn= = £ = ——————————————— EE ——————————_———— EE ——— 
ce. 3n! (3n-2).(3n-1)n (3n-2).(3n-1) 
° 3(3n -3): 3 
Lim p.,=4/9 donc p=4/9 
2. qa.=1-P{aucune boule rouge) 
2n' (2n-2).(2n-1).2n 
C 31(2n—3)! gg , (2n-2)(2n-1)2 
SL = ——— 2] --————————— À — 
C 3n! (3n-2).(3n-1).3n (3n-2).(3n-1).3 
. 31(3n—3)! 6 
Lima, im. 227 21)-C7 72) _ 1 > +7 > q= 14 
3.(3n-1).(3n-2) 27 27 27 
3, a/ 
P{obtenir une seule b rouge)= (2 2 #) 3= Re p 
3n 3n 3n 9 


P(obtenir une seule boule rouge}=p 
b/ P(obtenir au moins une ou rouge)=1-P(n'obtenir aucune b rouge) 


2nŸ 8 19 
3n 21 21 


LR LE LS LE 2 EL SL 


PRET DOS VO Et UT IT NE Rennes den Se Ce A RE . = 
_ _—- 
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EX 24 : 
1. a/ P(X=1)=1/n 
b/ P{X=2)= 221 1 sh 
n n-1 n 
e 
REIN Te 
Peu | in fan |. 


d/ E(X)= (1+2+..+n),1/n =— 
V(X)= E(X2)-[E(X)]2 
= Egu-0rar 3 n(n+1)(2n+1) (1+n) (n+1)(2n+1) (1+n) n°27] 


oo — —— 


n ;-1 d nl 6 4 6 d 12 
2. a/ P{Y=1)=1/n 


b/ P(Y=n-1)= 221 ie ne 


n n—-l n—-2 


c/ Loi de probabilité de Y : 








Lad 








LLLLE: 


d/ E(Y)= (1+2+..+{(n-2)).1/n +{n-1).2/n 2 


V(Y)= E(Y2)-[E(Y) = LS ee 2) ; 


= n° +24n - 61n° + 48n — 12 
12n° 

EX 25 : 
1. Soit p le nombre de fois où face apparat p+2 est le nombre de fois 

Où pile äpparat le nombre des lancers est p+p+2=2.(p+1) pair 
2. P(le joueur gagne au plus au bout de 2 lancers)=P(pile pile) =. + = = 
3. P{le joueur gagne au plus au bout de 4 lancers)= 

p(gagne au bout de 2 lancers)+P(gagne au bout de 4 lancers)= 


25 SN TT) 

SRE" + | — | — 

. c(5) (5) 
4. Soit n un entier naturel pair alors n=2p 


k£+ k-1 
P(le joueur gagne au plus au bout de n lancers) Ca (5) ( 
k£=] 


10 k+1 k-] 
5. P{le joueur gagne au plus au bout de 20 ancers= CEE (4 
k=! 
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EX 26 : 
1. P(x=0,1)=P(x=0,0005)=P(x=0,99999)-0 
2. P{xe [0,5 AE = 0,5 (Loi uniforme) 
3. P{xe [0,001 10,002 = 0,00! 
4. P(x<0,99999)= TE — = 099999 
5. P(x>0,99999)-1- P(x<0,99999) =0,00001 
EX 27 : 
5293 nr 
1. P(2<X<5}= —— = — (Loi uniforme) 
20-0 20 
2. P(10<X<13)= 12710 2 
20-0 20 
3, P(x= 3)=0 
4. P(X<3)=P(0<X<3}= 1° = À 
20 20 
5. P(X>3}=1- P(X<3)=1-P(0<X<3)=1- À - 17 
20 20 


EX 28 : 
1. a/ P(X=10)=0 
b/ P(X<10)=1-e "21e 
c/ P(X>10)=1-P(X<10)=e* 
2. PIX<c)=P(X2c)1-e 2 es e 7 =1/22-0,2.c=-Ln(2)c=5.Ln(2) 
EX 29 : 
1. P(5<d .d.vie<8)=e °° —e 
2. P(d.d.vie>5)= e °° 2e 2% 
3. P(d.d.vie>8)= e 9% = 000 
EX 30 : 
1. P(X<1}=1-e "7 =1-e 0,777 
P(X22}=e ***? =e* =0,050 
pt1<X<2}= e "Le "2 6e}. 0°-0,173 
2. Désignons par A l'évènement :<<Le cylindre est accepté>> 
a/ P(A)=P(A/X<1). P(X<1)+P(A/1SX<2). P(1<X<2) 
= 1 . 0,777 + 0,8 . 0,173=-0,9154 


b/ P(R/A)=P(1<X<2/A7= PANA) L PLAÎR) | PLAT R).PUR) 


-0 0005xE 0,005 -0, 004 
"€ —e 





P(A) 0,9154 0.9154 
_0.8xPIISX<2) 0.8x0.173 os 
0.9154 0,9154 M 
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EX 31: 
1. P(X>6)=0,3e *°2=0,34-6À=Ln(0,3) À = - — = 0,2 


2. 1 mois=0,8 Année 
P(t<X<t+0,08)=0,5 e °°? 8221008) 0 5 
eut (Le 6-0 5 
0,5 


0.016 


0,5 
— —0,2t _ M ue ) 


0,5 


—Ù, 
1e 016 


Ss e°?*- 
l-e 


&t=-5. Ln( }=17,25 





=dix-sept ans et trios mois 
3. La probabilité qu'une machine n'ait pas de panne au cours de deux 
Premières années de sa vie est:  P(X>2)-e 22-604 
4. Soit Y l'aléa numérique égal au nombre des machines ayant une durée de 
vie supérieure à deux ans. 
Y suit une loi binomiale de paramètres n=5 et p-e °* 
La probabilité que dans ce lot il ait au moins une machine qui n'ait pas 
eu de panne au cours des deux premières années est : 
P(Y21)=1-P(Y=0) = 1- (e *)° =1-e 220,864 


RAR À mn y = 
#4 re PET PT Pme gp PR 808 
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1. Le nuage de point ne justifie pas la recherche d’un ajustement affine. 
2. Le nuage de point justifie la recherche d’un ajustement affine. 
3. Le nuage de point justifie la recherche d’un ajustement affine. 
4. Le nuage de point ne justifie pas la recherche d’un ajustement affine. 


EX 2: 1. 


10 


{2} 


GS 


60 





65 LC EL) & 


x [65 | 63 | 67 | 64 |68 | 62. Ro eo en 


Y: [63 [61 [66 | 62 | 67 | 60 | [v, [69 [es [67 [67 
; X, = 64.833333 X, = 68,5 
| F =63,1666667 Y, = 67,333333 





__ Y,-Y _ 67,33333—63,166667 
X,  68,5-—64,83333 


| l266 
À — 


67,33333=3.68,5+b  b=67,33333 - 1,13636 x 68,5<-10,50757 
D : y=1,13636.x -10,50757 
3, X=77 y=1,13636.77 -10,50757=76,992 
Conclusion : Le fils ainé d’un homme qui pèse 77Kg devrait avoir 77Kg 
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EX 3 : 


1. Nuage de la série (X,Y) . 
2. G(7,5; 6325,92857) 





te 71399,42857 — 5252,42857 
11-4 


= 306, 71428 


5252,42857-=a.4+b b=5252,42857 — 4.3 4025,57142 

D : y=306,71428.x + 4025,57142 

4. Année 2010-—x=21 y=306,71428x21 + 4025,57142-10466,57 
Conclusion :Le nombre des médecins estimés en 2010 est : 1046/7médecins 


EX 4 : (voir exercice résolu page 213) 


al X=2,81 O(X) = 0,924 
b/ Y=192 o(Ÿ) = 1,129 
2. a/ r=0,618 


Le 


b/ on a : He donc un ajustement affine de la série (X, Y) n’est pas 
justifier 


EX 5 : 

1. a/ Nuage des points 
b/r= - 0,96 
c/ D : y=-0,07.x+1,89 
d/x=23- y=a.23+b=0,32 
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EX 6 : 

Nuage des points 
rz0,896 

D : y= 0,9.x+49,1 
a/ x=35-y=0,9.35+49,1-80,6 


5 


re 


Une clinique possédant 35 lits doit embaucher 81 personnes 

b/ 81-60-21 
EX 7: 
A/ 


LR 


6,537 





1. a/ r=0,99997 SE Donc on peut réaliser un ajustement affine par la 


méthode des moindres carrés de la série (X, Z) 
Z=0,139.X +6,3976 
b/ 2006-X=7-72-0,139.7 +6,3976-7,371428565->Y=1590 
Une prévision du nombre d’adhérents en 2006 est : 1590 adhérents 


2. On a Z=0,139.X +6,3976 Ln(Y})= 0,139.X +6,3976 
Y = e0-139X +6,3976_06,3976 [0139 


Y=602x{1,15)* 











B/ 
3600 3600 
ns 1+0,56"  1+0 
2. a/ 
2011 
ina ses hrs per. #1 





_ 
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b/ M=3415,6 
3, 
— ] 5 3600 1 55 3600e° 3600 ss À 
f = — |. ne em nr 
5,5—-0,5 2S 1+0,5.e 5 95 e° +0,5. 3. 2 ges 
5,5 
M m0) Ln( e"+0.5 | 
O5 
2720.(5,502 -0,765):3410,64 
EX 8: 


1. a/ Nuage de points de la série (X,Y) 

b/ Un ajustement affine n’est pas justifier 
2. a/r=0,7878 

b/ D: Y=0,3173 X -1,884 

c/ X=180-Y=0,3173 .180 -1,884=55,235Kg 

La masse d'une jeune fille mesurant 180cm est estimé : 55,235K£g 
3. a/ M=(180-100)- (180-130)/2 =55Kg 

b/ Le résultat de 2. c/ justifie la loi de Lorentz 


EX 9: 


12 20 
— É 35 Donc les deux séries ne sont pas proportionnelles 


2 









IX [2 [25 13 [35/4 ]45]5 [55/6 [es [7 
Yt13 Pan Vas i38 150 50/64 | 78/95 | 113] 133] 154 
2 y | V2] of | TT TT | | | - 
a/ Nuage des ns de la série (X,Z) 
b/ px7=0,999945 est très proche de 1 

Donc Z est presque proportionnelle à X on peut faire donc un très bon 
ajustement affine entre Z et X 
c/ D:2Z=1,8.X 
d/ Nous savons que : Aire= 7.r2— Y=x.X2—7- ÿ/x.X 


Z=1,8.X et Z= xr.X =>n=(1,8)° =3,24 
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EX 10 : 

1. Pxy= - 0,9822 

2. y=-0,3 x + 226,5 

3. a/ r{x})= y{(x).x=(-0,3 x + 226,5).x={ 226,5-0,3x).x =- 0,3.x° +226,5.x 
b/ f{x) = - 0,3.x° +226,5.x=f"(x)=-0,6x +226,5 


0 377,5 +00 


0 -00 


Le prix de vente pour lequel la recette est maximale est 377,5 DT 









La recette maximale est : 42751,875 DT 


EX 11 : 
A/ 1. r=0,989 
2. a/ D:vy=1,064.x +15,75 
b/ Tracer la droite D 


c/ 2008-x=33 y=1,064x33+15,75=50,871=Une estimation de la 
population en 2008 à un millier prés est :51 


B/ 1. f(x)=a.e"* 
f(0)=18— a=18 
b.30 50 
f(b)=50=18.e ” =50—30.b= Ln( TT )}—>b+0,034 
2. 18.60% 255, 2778 Une estimation de la population en 2008 à un 
millier prés est :55 
3. Courbe de f sur le même graphique 
4. L'ajustement par la fonction exponentielle est plus pertinent. 


Puisqu'il a donner une estimation plus proche de la réalité{en plus l’allure 
de la nuage permet de conclure que l’ajustement exponentielle est plus 
pertinent que l'ajustement affine) 
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C/ 1. f{(x)= 18.8003+ 


- ] 
F= _ Pise = À] ,0084x | 31 20158824 - 31,3 
30! 0,034 


0 

2. Lecture graphique-X=16,2-L'Année 1991 
EX 12 : 
A/ 1. Nuage de points de (T,P) 

2. a/ pry=0,999 

b/ y=0,021.t+2,081 
c/ y=0,021.t+2,081—>Ln(P)= 0,021.t+2,081=5P=e 20211+2.081 -,2081 ,0,021t 

0,021. 


—P= 8.e 


B/ f{t)= 8.e°°2t sur [0,35] 


1. f’{t)=0,16.e°%" >0 sur [635] 





35 
1 = [ f(t)dt = [ CALE | 400.20 ‘| = 400.(e°” -1) = 405,50 
Ü 


35 —-0 35 


4 0.02(+1) _@ 0.02 002 ; 0.02 _ 
A. fG+1 f{() _ 8e 8.e _ 8e (e 1) = 2 _1 0.02 


f(t) 8 e°02: 8.601? 


Interprétation en terme de pourcentage : Le tau d’accroissement de la 
population est :2% 
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5, f{t}>19 & 8.e°22! 319  0,02.t > Ln(19/8) 
<t>50.[in(19)-Ln(8)] =43,25 
La population aurait dépassé les 19 millions d'habitants en 2009 
EX 15 : 


1. Nuage de points 









6 se [nm 
Gi fs fs fes 6 


Ln(17/3) | Ln(13/27) Ln(1/4) | Ln(11/69) 





a/ Oru = -0,9679 


b/u=-0,39974.t +2,503 


c/ 
u=in(T-t)e E-1=e = —=l+e 
D D 
nez 8 : ô 
nd DE own © He 0309: 
8 


avec  c=e""" et a = 0,399 


3, a/ 
b/ Lim D{t) = DE = 8 
Liéus 1+0 


Donc le diamètre de la plante ne dépassera pas 8cm 
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BAC 2008 (session principale) 
EX 1 : 
1) im(x+l+e ")=+e 
2» € est une solution de l'équation : y'=2y+2 
3) p{x > 10)=e" 


EX 2 : 
f(x)= in" x-3n x 
l) a) Fest continue et strictement décroissante sur 


[Le elle réalise donc une bijection de el 
e é 


(1) roj es 
b)(4=S,(S) avec A:y=x 


2)a,= [nx)"dx :nec 
L 
a) a, = Îin xdx={xinx-xf =1 
1 


b)a 


n+ ! 


= Jün x)"*" dx 
l 

soit 

U{x)=1—-U(x)=x 


V{x)=(In x)" = V'(x)= nel x)” 
. 


a | = [ x In x)"* Ï -(n+ fin x)" dx 
Ï 


a. =e-{(n+l)a, 
ca, =e-34, 
a,=e-2a =e-2 
d'où a,=e-%e-2)=6-2e 
3) A:l'aire de la partie du plan limitée par (4) 
et les droites d'équations x=-2 ,x=0 et y=0 


a) frenar = IC x) 3x) 


= K(inx) dx — -3Jin ar - a, —3a, =3-72e 
1 


b) À side l'aire de la partie du plan limitée 
par la courbe (6 ) et les droites d'équations y=-2 , 


y=0 et x=0 
d'où A=2e+ [fx = 2e+(3-2e)=3u.a 
I 
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EX 3 : 


1) (E):3x-8y=5 


(-1.-1) est une solution particuliére de (E) 
d'où (E) «5 3x-8y=3.(-1)-8.(-1) 
> 3(x+1)=8.(y+1) * 
8 divise 3(x+1) et 8 À 3=1 
— 8 divise x+1—= x+1=8k: ke = x=8k-l :ke © 
remplaçons dans (*) : 3(8k)=8(y+1) = y+1=3k 
> y=3k-1 ke 
L'vénification : 3(8k-1)-8(3k-1)=24k-3-24k+8=5 
conclusion : les solutions de (E) sont : 
les couples (x.y) telsque : 
x=8k-1 et y=3k-l aveckeQ 
NS n=3x+2 a) 
n=8y+7 (2) 
(1—-(2)= 3x+2-8y-7=0—3x-8%=S 
d'où (x,y) est solution de (E) 
= 2[modi] 
n = 7[mod8] 
— ilexiste (x,y)e CL? tel [MR 
n=7}7+8y 
— (x.y) est solution de (E) 
d'aprés 2)a) 
n=2+3(8k-1) 
a 3k-1) 
— n =-1|mod24] or (-1) = 23[mod 24] 
d'où n = 23[mod 24] 
*réciproquement : 
n=23[mod24]= n=23+24p 
Dn=2+21+24p et n=7+16+24p 
n=2+3(7+8p) 
Le 


EC —n=-]+24K 


n=2|modi] 


et — 
n=7[mod8] 


n— 2 est un multiple de 3 
n-7 est un multiple de 8 | 
— Hi est solution de (S) 
conclusion : n est solutione de (S) ssi : n = 23[mod 24] 
3) ajke 

=-1[mod3]= 2* =(-1)* [mod3] = 2* =1[mod3] 


2k 


d'où le reste modulo 3 de 2” est ] 


*7=-1[mod8] = 7 =(-1)}" [mod8] 
= 7 =1[mod8] 
d'où le reste modulo 8 de 7“ est égal à 1 
b) 1991-2=1989=3 x 663 
1991=3x663+2 d'où 1991= 2[mod3] 
*1991=8x248+7 — 1991 = 7[mod8] 
par suite 1991 est une solution de (S) 
* 1991 est solution de (S) = 1991 = 23] mod24] 
or 23 =—1[mod24] = 1991 = -1[mod24] 
= 199% = (-1)"" [mod24] = 19912% = 1] mod24] 
— 1991" —1= 0[mod24| 


d'où 1991" — 1 est divisible par 24 


EX 4 : 
Dee 
f(O)=C 
| DC 208 
1) L'f est de It — =—— =) 
) re AO OA 


d'angle (6. pc) = A6, 2B0)[2r] 
= l'AÔ 86)[27] = (OA. 08 [27 = 2 [27] 


2) a) * OAB est isocéle en O et I=A *B 

— (OP L'(AB) = (OT) L'(AD) = (CO) L'(AD) (1) 
* (AO) L (OB) et (O0B)/(CD) = (AO) L (CD) (2) 
(1)+(2) = O est l'orthocentre du triangle ACD 


b) * l'image de la droite (OJ) par f est la droite passant 
par f(O)=C et qui lui est perpendiculaire (car f d'angle 3 
d'où f {(OJ)) = (AC) 
de meme : f((AJ))=(DO) car (DO) L (AC) d'aprés2)a) 
(ODA (AD= {I} =f((0J))nf((Ar))={f0)} 


= (AC) N (DO) {f(0)} = f(J)=J 
d'où f est de centre J 
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3 g(D=I 
g(A)=D 


DI  2B] 
a) *g de rapport — = —— = 
)"e ee AI Al 


*g est de centre I et g(A)}=D 
d'où l'axe de g est la droite passant par [ 


et porte la bissectrice intérieure de [IA D 


comme Le [ AD] alors l'axe de g est la perpendiculaire 
à (AD)en1 
— (IC) est l'axe de g 
*g=h,,°5%, 
g(0)=h;;,,°5,,,(0)= h, :,(0)= C 

b) gof"(C)=g(O)=C 
g cf" (D}=g(A}=D 
gof" est une similitude indirecte qui fixe deux points 
distincts d'où gof est la symétrie orthogonale d'axe (CD) 
4) l'=f(D) et J'=g(J) 

a)gof" (J)=g()=J 
gof (T=gD=I 

b)gof” Sn 
gof" (TS... (= 
gof Tel = So T1 > Sn (DEL 
d'où Sen, ((1)}=(19") 

(LJ) et (CD) ne sont pas paralléles 

soit {w}=(CD) N (l) 
œe (CD) NU) =58,.,(æ)e (CD) "(1 
— {w}=(CD) N (17) 
d'où les droites (LJ) ; (TT) et (CD) sont concourantes en © 














EXS: 
A(1,0,2) ; B(0,0,1) ; C(0.-1,3) 
AE = AB A AC 
- -] 
1)a) AB|O | et AC|-1 
—] I 
— — [0 -I]. |1 -1 1 —-l - 
AB AAC |" | ee 4 +], 1 
ABAAC=-1+2;+k 
—| -| 
ABAAC|2 |—= AE] 2 
1 1 
Xe —X, =] X; =X, —] 
AY: Ya=2 {y,=7y,+2= E(0,2,3) 
Ze —Z =] Ze = 2, +l 


b) V=-|(AB AAC) AËÏ=2|AË AE) = 2 JAEl 


l | 
V=-|(-1) +2" +17 |=1 
Lu +2 +] 
2) P:x-2y-z+5=0 
1 


a) N|-2 : vecteur normal à P 
| 


AE = AB A 
ER : vecteur normal au plan (ABC) 
AE=-N 


AE et N sont colinéaires 
d'où les plans P et (ABC) sont paralléles 
b) 2KE+KC =0 
2(x, -x,)+(X —x,)=0 
Ye Yk)+Oc— x) =0 
2(2r —2r)+(Z—z)=0 


—2x, +0-—x, =0 Xx = 0 
1 2(2-y,)+-1-y, =0— 47%, =1 
2(3-27,)+3—27, =0 Zr =3 


K(0,1,3) 
*P:x-2y-2+5=0 
D—2x1-3+5=-2-3+5=0 doùdKeP 
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3 sr 
h(C)=K 
0 0 
a) EK| —1 | et EC| -3 
0 0 
ER =" EC d'où h est de rapport = 
D) l'image du plan (ABC) par h est le plan passant 
par h(C}=K et qui lui est parallèle 
d'où h((ABC))=P 
l'image du tetraèdre EABC par h est le tetraèdre 
EUK 


d'où volume(ELUK)}- ) .V(EABC) 


ve vel 
27 27 


BAC 2008 SESSION DE CONTROLE 


EXERCICE 1 : 





J = gent dx 


2. |=+co 
3, n=0 (mod). 


EXERCICE 2 : 
(E} :z°+(5+i)22+(10+2i)z+8=0 


1. a/ Soit GE IR ; 
& est une solution de (E) ssi 
+(5+i)o2+(10+2i)a+8-0S 
(a +502+100+8)+i(o2+20)=0 
œ+542+100+8=0 (1) 
a*+204=0  (2)—o=0 ou &=-2 
r &=0 ne vérifie pas {1} et o=-2 
vérifie bien (1) Donc -2 est une 
solution réelle de l’'équation(E). 
b/ Soit P(z)=2*+(5+i)22+(10+2i)z+8 
on a P{-2)=0 donc 
P(z)=(2+2)(2/+bz+0c) 
=z"+(b+2}z2#(c+2b}z+2c 
Par identification on aura : 
b+2=5+i 
c+2b=10+2i 
2c=8 


<> b=3+i et c=4 


—P(z}= (2+2)(z°+(3+i)z+4) 
(E)2+2=0 ou z*+(3+i)z+4=0 
2°+(3+i)2+4=0 

=-8+6i=(1+3i)—6=1+3; 


Z'=-2-2i et z'=-1#i 


S, ={-2;-2-2i;-1#i} 
2. fM(z)-M'(7)/ z'=(1#i).z 
a/ fest une similitude directe de 
rapport [1+i=V2 
d'angle arg(1+i}== [2x] 
et de centre le point O. 
b/ MzO 


*MM'=]2"-2/={1+i)2-2/=|i2=12, OM 


Donc: MM'=MO (1) 


{HM:MO) = Arg = 27 


7 2 
LT LT 


= Are 2] 


LEZ 


= 
— 
— 


Nà | 


= MM'1MO (2) 
(1) et (2) OMM' est un triangle 


Rectangle et isocele en M. 


Construction de M’ :M'=Riy. se (0) 


A n+1= (A) 


3) Za9=-1+i 





eo Lo= 0 ) Z ho =-1+| : Lan =(1+#i)".Zs 


* # , Z 
O;A et À, sont alignées ssi = réel 
4 


Ssi (1+i}” réelArg((1+#i)"}=k.x 
En EEkT ke Aën=4k 
Conclusion : O ;A, et À, sont 


alignées ssi n est un entier naturel 
multiple de 4. 


EXERCICE 3 : 


B 


1) a/ Le triangle ABD est équilateral 


car (AB. AD) = [27] et AB= AD 


On a donc AB=BD et ABz0 doncil 
existe un unique antidéplacement f 


Qui transforme À en Bet Ben D 
b/fof(A)=f(B)}=D 


fof(A}#A=fofz#id, —=f n'est pas une 
symétrie orthogonale et par suite f 
est une symétrie glissante d’axe A et 
de vecteur 


fof=r. et fof(A)=D= 


2 = AD = à = AD = AJ 


f(A)=B—A*B=le À 
f(B)-D—B*D=-0€ À 
D'où A=(0l) 


Conclusion: f est la symetrie 
glissante d’axe (Oil) et de vecteur a 


c/ Soit D'=f(D)=>D’=f{f(B)] 
—fof(B)-D' BD’ = AD 
Or AD = BC —BD' = BC 


—D"=C =f(D)=l'image du triangle 
ABD par f est le triangle BDC. 


2) S({A,B,D}}={B,C,D} et S(A)=C 


—S({B,D}))={B,D}= l’image du 
segment [BD] par f est lui-même. 


b/S([BO])=[BD] 


Deux cas se présentent : 


1° cas :[S(B)=B 
S(D)=D 
S est un antidéplacement qui fixe 


deux points distincts B et D d’où S 
est une sytrie orthogle d’axe (BD). 


2 "cas : (S{(B)=D 
S{(D)=B 
*1* methode 


SoS(B)=S(D)=B et SoS(D)=S(B)=D 


SoS est un déplacement qui fixe les 
points B et D d'ou SoS=id,= S est 
une symétrie orthogonale d’axe (AC) 


La médiatrice de [BD].—S(A)=A or 


S(A}=C D'où le 2° "cas n'est pas 
possible 


+2 "method | S(A)=C 











ABD et CDB sont deux triangles 
directs d’où il n’existe aucun 
antidéplacement qui transforme 










AenC:BenDetDenB d'oùle 
2“"*cas n’est pas possible . 





Conclusion : 


3) g ({A,B,D})={B,C,D} et g(A)=D 


S=S/0) 


a/ on a donc g(D)=B ou g(D)=C 
Supposons que g(D)=C on aura 
G(A)=D ; g(D)=C et g(B)=B 


G est un antidéplacement fixant le 
point B donc g est unt symetrie 
orthogonale or med{AD]zmed[DC] 


Absurde car G(A)=D et g(D}i=C 
Et par suite g(D})=B. 
b/gog(A)=g(D)=B#A=gogzid, 


—g n'est pas une symétrie 
orthogonale, donc g est une 
symétrie glissante d’axe Ô et de 
vecteur ÿ. 


gog(A)=B=2. D=AB—5= AB = Ai 


Ô passe par A*D=J et D*B=0 


—Ô0=(0l) 


Conclusion : g est symétrie L 
glissante d’axe (0j) et de vecteur A] 
EXERCICE 4 : 
1)ff(x)=(x+2).Ln(x+2) si xe ]J-2 ;2] 
f(-2)=0 

lim f(x)= im. (x+2).Ln(x+2) 


a/ xm-2) 


= lim X.La(X)=0= f(-2) 


— f est continue à droite en (-2). 


b/ 
im FOIE 2 jim La(x + 2) = 
at-2° X+ 2 2" 


= f n'est pas dérivable à dte en (-2) 
c/ f est dérivable sur ]-2 ;2] 


et f{(x}=1+Ln(x+2) 


f(x)}>0=Ln(x+2)>-18 x >-2 + 1/e 





2) g(x)= f(x)- x. V4 — x2 





3) a/ 1° cas: œ>0 


4, = [(f-8@)dx=[xv4- rar 


2° me 


cas: o<0 


A, = ((ec-fGo)d = [(FG-80) 


= [xva-r dr 
D'où À, = [xva-r Vxe |-2,2] 


b/ 
I 2 
An [2204-27 dx 


ste | 


=-((4-a) 4e 8) 
(8-(%-&) Ju 


œ 


0 


: 
* 





CaudiDte--n 2-1 

CAC EE 

NE 
D." -1+1/e 


C/ 


@= ['(et- far + FF -8x))dr 


= À, + À, = += us 


EXERCICE S:  neIN 
f.(x)j=e* x" : xe [0,1] 
1)f,/()=- e* -{2n+1).x" 


=-[ e* +(2n+1).x"]<0 
Vxe [0,1] 





2) f, est continue sur [0,1] 


f\(0).f.(1)=-1+1/e<0 d'où 
l'équation f.(x}=0 admet au moins 
une solution U, € [0,1] et commef, 


est strictement décroissante sur 
[0,1] alors U, est unique. 


3) 8/ fa409-R0Q=x TT TS 
= x2*1 (1-x2)>0 sur]O,1[ 
> f,,1(X)>f. (x) Vxe ]0,1[ 
b/ D’après la question précédente 
fa(Un4}>f(Uns) O7 fr1(U51)=0 
— f{U,,1) <O 


c/ Un) <0= f(U,1) < fn(Un)=0 


— U,,1>U, car f strictmnt 
décroissante sur [0,1] 


D'où U, est croissante et comme U, 
est majorée par 1 donc U, est une 
suite convergente. 


4) a/ f(U,)=0e *" —{U,)"* =0 
= e =(U,)2""* 


e -U, =tn((U,)"*"}=(2n+1).Ln(U,) 


Un 
2n+1 





 Ln(U,) =- 


b/ Soit I= lim{U,) 





ona Ln(U,)=- _—— par passage 


aux limites on aura : Ln(l}=0=—1-1 


Conclusion : Lim(U,) = 1. 
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Exercice n°1 ( 3 points ) 
Pour chacune des questions suivantes, une Seule des trois réponses proposées est exacte. 
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant à la réponse choisie. 
Aucune justification n'est demandée. 
Une réponse correcte vaut 1 point, une réponse fausse ou l'absence de réponse vaut 0 point. 


1) La limite de ( x+1+e°*) quand x tend vers 0 est égale à 
a) oo. b) 0. c) 


2) Soit f la fonction définie sur R par f(x) =e2* -1. 
Alors f est une solution de l'équation différentielle 


a) 2ÿ' = y +2. D) y’ = 2y +2. C) y = — 2y —2. 
3) La durée de vie X, exprimée en années, d'une machine automatique suit une loi exponentielle 
de paramètre 0.4. 
La probabilité que la machine ne tombe pas en panne avant 10 ans est égale à 
a)e”“. b) 1- 0,4e 7“. c)1-e-* 
Exercice n° 2 (5 points ) 


1) Dans l'annexe ci-jointe (Figure 1 page 3), on a représenté dans un repère orthonormé (O,i, j) la 

courbe (€) de la fonction f définie sur 1 ] par f(x) = In°(x)-31n x et les demi- tangentes à la 

8 
courbe (€) aux points d'abscisses respectives 1 et e. 
e 
a) En utilisant le graphique : 
Montrer que f réalise une bijection de E . sur [-2,2] . ( On note f “‘ la fonction réciproque 
e 


de f et (€) la courbe représentative de f “! dans le repère (O,i j) ). 


b) Tracer la courbe (€ ) et les demi-tangentes à (€ ) aux points d'abscisses respectives — 2 et 2. 
C 


2) Soit la suite (ar; 1 définie par a, = [ (Inx)'ax. 
1 
a) Calculer a:. 
b) Montrer, à l'aide d'une intégration par parties, que pour tout entier n >1 , An+1 = e—-(n+1) a... 
c) En déduire que a; = 6 - 2e. 


3) Soit l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (" ) et les droites d'équations x = - 2 et 
x = 0. 


a) Calculer Î f(x)dx . 
1 


b) En déduire £ . 


Exercice n°3 (4 points) 
1) Soit dans ZxZ l'équation (E): 3x-8y=5. 
Montrer que les solutions de (E) sont les couples (X, y) tels que x=8k-1 et y=3k-1 
avecke Z . 
2) a) Soit n, x et y trois entiers tels que 
n=z3x+2 
n=8y+7 
Montrer que (x, y) est une solution de (E). 
| n= 2 (mod3) 
b) On considère le système (S) où n est un entier. 
n= 7 (mod8) 
Montrer que n est solution du Système (S) si et seulement si n = 23 (mod24). 


3) a) Soit k un entier naturel. 


Déterminer le reste de 2* modulo 3 et le reste de 7 * modulo 8. 


b) Vérifier que 1991 est une solution de (S) et montrer que l'entier (1991 }2008 -1 est divisible par 24. 


Exercice n°4 (4 points) 
Le plan est orienté dans le sens direct. 
Dans l'annexe ci-jointe { Figure 2 page 3), OAB est un triangle rectangle isocèle tel que 


OA = OB et (OA OE) = [27] | 


On désigne par I le milieu du segment [AB] et par C et D les symétriques respectifs du point I par 
rapport à O et à B. 


Soit f la similitude directe qui envoie À sur D et O sur C. 
1} Montrer que f est de rapport 2 et d'angle > 


2) a) Montrer que O est l'orthocentre du triangle ACD. 
b) Soit J le projeté orthogonal du point O sur (AC). 
Déterminer les images des droites ( OJ) et ( AJ) par f et en déduire que J est le centre de la 
similitude f. 
3) Soit g la similitude indirecte de centre I, qui envoie A sur D. 
a) Vérifier que g est de rapport 2 et d'axe (IC). En déduire g(O). 
D) Déterminer les images de C et D par gof *. En déduire la nature de gof”!, 


4) Soit l'=f{l) et J'= g(J) 
a) Déterminer les images des points J et I' par gof”. 
b) Montrer que les droites {I J), (1'J'}) et (CD) sont Concourantes. 


Exercice n°5 (4 points) 
L'espace € est muni d'un repère orthonormé direct (O,ii k). 
On considère le tétraèdre ABCE tel que A(1, 0, 2), B(0, 0, 1). C(0,-1, 3)et AE = ABAAC. 
1} a) Vérifier que E a pour coordonnées (0, 2, 3). 
b) Calculer le volume du tétraèdre ABCE.. 
2) a) Soit P le plan d'équation:  x- 2ÿ-z +5=0. Montrer que SP est parallèle au plan (ABC) . 


b} Soit K le point défini par 2KE +KC=0. Calculer les coordonnées du point K et vérifier que 
K appartient au plan P. 
3} Soith l'homothétie de centre E qui transforme le point C en K. 
a) Déterminer le rapport de h 
b) Le plan # coupe les arêtes [ EA] et [ EB] respectivement en | et J. 
Calculer le volume du tétraèdre ELK 
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MNISTERE DE L'EDUCATION ET DE LA FORMATION NOUVEAU REGIME 
EXAMEN DU BACCALAUREAT ( 
SECTION : MATHEMATIQUES 
CEPREUVE : | MATHEMATIQUES | GUREE:2n | COEnGENT 2 


Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 à 4/4. La page 4/4 est à rendre avec ja copie. 





Exercice n°1 : {3 points } 
Pour chacune des questions suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacte. 


Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de /a question et la lettre correspondant à la réponse choisie. 
Aucune justification n'est demandée. 


Une réponse correcte vaut 1 point, une réponse fausse ou l'absence de réponse vaut 0 point. 


< 3 
1) Soitr= [CO à. 
f * 





Alors I est égale à 
1 1 
a) 3. b) 2: C 1 
2) Soit £ = lim Inc -0+ , alors 
A -X 
a) £ =1. b) / =0. c) É =+o. 
3) Soit n un entier non nul tel que (5n)A(3? x5° x7) = 35 . 
Alors 
a) n = O(mod 3). b)n = O(mod5). c) n =0(mod?7). 


Exercice 2 : (4 points) 
Dans l'ensemble € des nombres complexes, on considère l'équation 
(E): z°+(5+i)z +(10+2i)z+8 =0. 
1) a) Montrer que l'équation (E) admet une solution réelle que l'on déterminera. 
b) Résoudre l’équation (E). 
2) Dans le plan # muni d’un repère orthonormé direct (O,u, v) , on considère l'application f qui à tout 
point M d'affixe z associe le point M'd'’affixe z' tel que z'= (1+i)z. 
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f. 
b) Soit M un point du plan distinct de O et soit M' son image par f. 
Montrer que le triangle OMM 'est rectangle isocèle et en déduire un procédé de construction 
du point M. 
3) On considère les points A, définis par : 
A, le point d’affixe (-1+#i) et pour tout entier naturel n , À, =f(A,). 
a) Placer les points As, A1, A2, Aset A4. 
b) Pour quelles valeurs de n, les points O, Av et A, sont-ils alignés ? 


1/4 


Exercice 3 : (4 points) À J 
Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure 
.ci-contre , ABCD est un losange de centre O , I est le 
milieu du segment [AB], J est le milieu du segment [AD] 
et (AB,AD) = % [2x] 


1) a) Montrer qu'il existe un unique antidéplacement f 
qui transforme A en B et B en D. B 
b) caractériser f. C 


c) Déterminer l’image du triangle ABD par f. 
2) Soit S un antidéplacement qui transforme l’ensemble {A,B,D}en l’ensemble {B,C, D} et tel que 
S(A)=C. 
a) Déterminer l'image du segment [BD] par $. 
b) En déduire que $ est la symétrie orthogonale d’axe (BD). 
3) Soit g un antidéplacement qui transforme l’ensemble {A,B, D} en l’ensemble {B,C, D} et tel que 
g(A)= D. 
a) Montrer que g(D) = B. 
b) Caractériser alors g. 


Exercice 4 : (5 points) 


f(x)=(x+2)In(x +2) si x z -2 


1) Soit f la fonction définie sur [-2, 2] par 
E = (0. 


et( €) sa représentation graphique dans un repère orthonormé (O,i, j). 


a) Montrer que f est continue à droite en (-2). 
b) Etudier la dérivabilité de f à droite en (-2). 
c) Donner le tableau de variation de f. 
2) Soit g la fonction définie sur [-2, 2] par g(x) = f(x) — x 44 — x2 
et (€) sa courbe représentative dans le repère (O,i, j). 
a) Déterminer la position relative des courbes (@) et (@'). 
b) Dans l'annexe ci-jointe (page 4), on a tracé la courbe (€ } de g. 
Tracer la courbe (€) dans le même repère. 
Soit a un réel non nul appartenant à [-2, 2]. 
On désigne par. l'aire de la partie du plan limitée par les courbes (@)} et (€) et les droites 
d'équations respectives x = 0 et x = a. 
a) Montrer que «#4, = ['xva — x? dx. (On distinguera les deux cas a > 0 et a < 0). 


b) Calculer .#. 
c) Calculer l'aire de la partie du plan limitée par les deux courbes (@) et (@&"). 
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Exercice 5 : (4 points) 
Pour tout entier naturel non nul n, on considère la fonction f, définie sur P I] par f(x} =e" 


1} Etudier les variations de f . 
2) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, l'équation f,(x) = 0 admet une unique solution u, 
et que u, € 0,1. 
On définit ainsi sur IN”, une suite (u, ). 
3} a) Soit n un entier naturel non nul et x un réel de l'intervalle ]0,1] . Comparer les réels f,,,(x) 
et f(x). 


b) Montrer que pour tout n € IN”, fo(un+1) < 0. 
c) Montrer que la suite (u, }est croissante et en déduire qu'elle est convergente. 
u 


4) a) Montrer que pour n 2 1, in(u,)=- —— . 
2n +l 


x? +1 


b) Calculer la limite de la suite u.. 


3/4 
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Examen du Baccalauréat (Juin 2008) Epreuve : MATHÉMATIQUES 
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CORRIGE & BAREME DE NOTATION 


Exercice 1 : 3 points 
| QUESTIONS COMMENTAIRES 





Exercice 2 : 5 points 
| QUESTIONS CORRIGE COMMENTAIRES 


0,25 strict tone au lieu de 
. strict décr 
1) 


0,25 -—-les 2 derni-tgtes 
2x0,25---- pour les 2pts d’inter 
0,25-—pour l'allure 


pére Te 0,25 pour une primitive de In 






Représentation de f-1 









0,5 pour l'intégration par parties 
Ans =e —(n+lj)a, 
0,5 pour le reste 


{2x0,25 choix et formule) 

Jfa=é-ze | 0 Jousmure 
[J f(G)dx = a; — 3a, = 3 — 2e Ex 0,5 pour f” f(x)dx = a, -— 3a; 
0,25 pour conservation de l'aire par 
symétrie 
0,25 pour le reste 





3) 


A=2e+(a3-3,.)=3 






Exercice 3 : 4 points 


QUESTIONS COMMENTAIRES 


0,25 pour une solution particulière 
BI U 0,75 pour le reste (0,5 pour toute 
autre forme de solution) 
{0 ,25 pour une simple vérification) 
EX (x,y) est une solution de E 


 b). N solution de {S) & n = 23 (mod 24) 





X=8k-1;:y=3k-1 







0,5 pour chaque implication 
2** = 1(mod3) 5 22* = 1(mod3) > 0,25 
a 7% = 1(mod8) cos 7k = ](mod8) > 0 ,25 
M. . Themes 


0,75 pour le reste {div) 


Exercice 4 : 4 points 


sons] come 7 Jauu Eonmrans 


T 0,25 pour le rapport (justifié) 
k=2et6=-—[2x] 0,5 
2 0,25 pour l’angle (justifié) 

O est l'orthocentre de ACD [025 


(0}) = (AJ) : ((AJ)) = (DJ) : f() =] 3x 0,25 


RE 

# 

os k = 2; 4= (IC) ;g(0) = C 
Li 

A 


| 








(gof”-1)() = J'; gof”?(1')=1 0,5 |2x0,25 


(H) ; (l}°} et (CD) sont concourantes 


Exercice 5 : 4 points 


ns = 


ABAAB=-î+2Î+k 
E(0, 2, 3) 
1} 
ju V{ABCE) } 1 0,75 


peser TE pu 


nt le 1 
ER=-EC, k- in re 
3 3 
1 
75 
7 


TOC TOEET=n 





Enlever 0,25 pour « (1j) et 







(CD) sécantes » non justifié. 










0,25 pour la formule 





0,5 pour le reste 


0,25 pour h(ABC) = P 
0,25 pour h(EABC) = (EIJK) 





0, 
0,25 pour le reste 
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